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QUELQUES APPLICATIONS

DE SÉRIES A DES PROBLÈMES DE STABILITÉ ÉLASTIQUE

par J.M. KLITCHIEFF, professeur à l'Ecole polytechnique de Belgrade1

1. Flambage d'une barre comprimée reposant sur appuis
élastiques

Considérons d'abord comme exemple simple le cas d'une
barre reposant librement sur quatre appuis également espacés.

Dans le cas de supports absolument rigides, la barre comprimée

(fig. 1) flambe de façon telle qu'il y a un point d'inflexion
sur chaque point d'appui. Chaque travée est alors dans la
condition d'une barre avec extrémités articulées et de

longueur i/3. La valeur critique de la force de compression est

donnée, dans ce cas, par la formule bien connue d'Euler

El
" ~~ " (Iß)2 '

dans laquelle E est le module d'élasticité de la barre à la
tension et / le moment d'inertie de la section transversale.

Supposons maintenant que les appuis intermédiaires sont
élastiques et d'élasticité égale. Dans ce cas, si la barre flambe,
la courbe élastique prend une des formes des figures 1, 2 ou 3,

selon la rigidité des appuis intermédiaires.
Il est parfois nécessaire de choisir la rigidité des supports

intermédiaires, de manière qu'ils ne fléchissent pas si la poutre
vient à flamber, et qu'ils soient, par suite, équivalents à des

supports absolument rigides.

1 Adaptation a la publication d'une conférence, donnée le 13 juin 1952, à
\' Institut de mathématiques appliquées de l'Ecole polytechnique dé l'Université
de Lausanne.

Fi«. 1.

Fig. 3.

Ce problème a été étudié pour la première fois par mon
professeur J. G. Boobnov, et les résultats de ses recherches

sont donnés dans le livre bien connu de S. Timoshenko sur
la « Stabilité élastique ». M. Boobnov a exprimé en termes
finis la flexion (fig. 4) d'une poutre soumise à l'action
combinée des réactions Rlt Rm—i et de la compression P.
En égalant la fluxion des appuis à la flexion de la poutre aux
points des appuis il est arrivé à un système de (m — 1)

équations linéaires et homogènes en Rlt Rm En éga-



274 BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE

lant à zéro le déterminant de ce système, il a obtenu une
équation du degré m — 1. Si la force de compression est
donnée, la plus petite des solutions de cette équation représente

la constante d'élasticité des appuis qui est nécessaire.
La méthode employée par M. Boobnov oblige chaque fois

à développer un déterminant de l'ordre égal au nombre des

appuis intermédiaires, ce qui conduit à des calculs numériques

fatigants. M. Boobnov a fait ces calculs pour différents
nombres d'appuis intermédiaires allant jusqu'à onze. L'appli-
cation des séries trigonométriques, comme je l'ai démontré
dans un article publié par le « Quart. Journ. Mech. and
Applied Math. » en 1949, conduit à une solution générale et
très simple, valable pour un nombre quelconque des appuis.

Soit R( la pression exercée par l'appui n° i (fig. 4) sur la
barre flambée. Le moment de flexion qu'elle produit, Mi
(fig. 5), comme on le sait, peut se donner sous forme d'une
série trigonométrique.

Mf Rd^Cl 1 i x
sin nir — sin nu i.m l

Désignons par a la constante élastique des supports,
c'est-à-dire la flexion d'un support produite par l'unité de

charge, et par Ui la flexion du support n° i.
On a alors

et

R- -
2 l ^ 1 i x

Mi 5 — Ui > —5 sin rc-rr — sin mv 7
TT a ^-J ra2 m l'

et le moment de flexion produit par les pressions de tous
les appuis intermédiaires est

M
2 l VI V 1 i x

—5 — > Ui > —5 sin njr sin irn 7Tr2 a L-i % Lu nà m l
i=\ n=l

Le moment de flexion produit par la force de compression P
est

M' Pi

Ici u désigne l'ordonnée de la courbe élastique de la poutre :

elle peut être donnée sous forme de série

u > C„ sm ntt j.

où les coefficients Cn restent pour le moment indéfinis. On

a alors
00

ut= y Cn sin ntr—i m
n=l

En introduisant les expressions obtenues dans l'équation
différentielle de la ligne élastique

dht
dx*

on obtient

¦EIj-, M + M',

2 00 feSWft
El (y) V tt2C»sinmT P \j C„ sinirrr

n 7 "'—x co co

—s- 7 Cj-sin/nr > —»sinn-rr sinn1
m —u Ifi-i

et

m-

8T5^
??5

— f,

Fig.
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Fie. 5.

TT4£/a2j *

K (n, k)
771—1

2 \ sin

i=l
niT

i
m

sin /Vit
i
m

0.

Pour les valeurs de n qui sont des nombres multiples de m
la somme désignée par K(n, k) est égale à zéro, et on obtient
pour ces valeurs des équations indépendantes

x2 y2™2, / 1,2...
déterminant les valeurs de la force critique qui correspondent
aux appuis intermédiaires absolument rigides. La plus petite
de ces forces (/' 1) est déterminée par

A2 m2. (1)

Pour celles des valeurs de n qui ne sont pas des nombres

multiples de m, la valeur de K est égale à

m—1

<=i

et en appliquant l'expression connue de la- somme d'un
polynôme trigonométrique

cos — [K
m

cos— (k -\r

m—1

y cos i{
• =1

.— 1,&)e
sin y2 1

on peut prouver que K est égal à ^ m pour k | n i 2/m |

et qu'il est égal à zéro pour toutes autres valeurs de A". On
obtient alors, pour les valeurs de n qui ne sont pas multiples
de m, un système d'équations homogènes

G

(n2 —Â2)Cn
ml3

ï?ËTâ V ry ^ \ Sjm+n I (2)

En égalant à zéro le déterminant de ce système, j'ai obtenu
la relation qui existe entre A8 et G, c'est-à-dire entre la force
critique P et la constante élastique des supports a. Après
la publication de l'article, mon jeune collègue M. Tomic a
attiré mon attention sur la possibilité d'éliminer les inconnues

Cn d'une manière plus simple que celle exposée ici.
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En remplaçant n par 2jm + n dans l'équation (2) on a

00

(n + 2/m)2 [(n + 2/m)2 — A2] Cn ± G j C 2jm+n 0 (3)
j=— co

et les équations (2) et (3) permettent d'exprimer

r -Mr "M"2-*8)
C | „±2,m | - ± t» y.m + n)1 [(ra + 2/.m)2 __ À2]

et d'obtenir

y, c | »+2)'m |

1

_ /"¦ „2 („2 -\2) V-L,nn [n a j 2j (2/m + „)2 [(2/m + n)2 — A2]
'

j co

Quand on introduit cette expression dans l'équation (2)

on arrive directement à l'équation

C.ÏB
j=— co

m + nf [(2/m + nf — À2]
0. (4)

Si la rigidité des appuis intermédiaires doit être choisie
de manièr#aru'ils soient équivalents à des supports absolument

rigides, la force critique doit être égale à celle donnée

par l'équation (1) et il faut remplacer A2 par m2 dans l'équation

(4). C'est sous cette forme que j'ai publié cette équation
pour la&jpremière fois. En ne retenant que le premier terme
de la série, j'ai obtenu des résultats qui sont en bon accord

avec les résultats calculés par M. Boobnov.
Dans une de ses conférences à l'Institut mathématique de

Belgrade, M. Karamata a indiqué une méthode de sommation
de séries que je vais appliquer ici. En développant le terme
général de la série (4) en fractions simples

(2/m + n)-2 [(2/m + n)2—m2]2 mV.-i.-_
1 |

0^3 | (2/m + n + m)~X

(2/m -\- n — m)-2 : — m—2 (2/m -f- n)~2

on la réduit les series connues

Zj 2iiT + e y
;=— co

2/tt

et après quelques transformations élémentaires on obtient la

somme de la série en question

2 11 — cos
m

et alors

a * 1 P

htt\ ir2m*£i '

Les valeurs de n multiples de m étant exclues, la valeur
minimale de a <B|respond à n m ^ 1, et on arrive à une
formule très simple :

P1
0

2 11 + cos

Quand m -*¦ «>, le facteur

Tf \ m^Tt^EI

1
n i»~i— —i—r "*¦ /1 ce que2 (1 + cos TT/m) 4 ' H

M. Boobnov a prévu en se basant seulement sur les résultats
numériques qu'il a obtenus.

2. Flambage des plaques renforcées par des nervures

Le poids d'un navire et la poussée de l'eau ne sont jamais
distribués le long du bâtiment de la même façon. Par mer
agitée les efforts provenant du roulis et du tangage
correspondent à de nouvelles forces. Suivant la position relative
de la houle et du navire, celui-ci peut, à certains moments,
se trouver suspendu à ses deux extrémitéSJllur deux lames

(fig. 6), le milieu n'étant plus soutenu, ou au contraire reposer

Fie. 6.

Fig. 7.

sur une seule lame, l'avant et l'arrière (fig. 7) se trouvant en
porte-à-faux. On est donc conduit à considérer le navire
comme une poutre creuse (un caisson), reposant tantôt sur
deux appuis situés aux extrémités, et tantôt sur un seul,

au milieu de la longueur. Le plus souvent, la position dangereuse

est celle qui est représentée par la figure 6, quand le
tablier le plus faible de la poutre, c'est-à-dire le pont supérieur

du navire, est comprimé. La partie du pont limitée par
le bordé de la muraille et deux cloisons transversales voisines

(fig. 8) se trouve alors dans les conditions d'une plaque rec-^

tangulaire appuyée le long du contour, comprimée par des

forces longitudinales d'intensité p distribuées uniformément
le long des côtés et renforcée par m — 1 nervures transversales

égales et équidistantes.
La rigidité des nervures doit être choisie de manière qu'elles

ne fléchissent pas si la plaque vient à flamber, c'est-à-dire
qu'elles soient équivalentes à des supports absolument rigides.
Ce problème a été étudié pour la première fois par S.
Timoshenko, mais par la méthode appliquée par lui on ne peut
résoudre le problème que pour un nombre de nervures très
limité.
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Après des calculs numériques considérables, il a établi les

valeurs des rigidités nécessaires pour les cas d'une et de trois

nervures, tandis que dans les constructions navales, ce

nombre en général dépasse dix. L'application des séries,

comme on le verra, donne la solution générale du problème
sous une forme fort simple.

Désignons par — r,- l'intensité par unité de la surface de

contact de la pression exercée par la plaque sur la nervure
n° i à une distance y de son appui et par 2t la largeur de la
nervure. L'équation différentielle de la courbe élastique de

la nervure peut être écrite comme suit :

El dSv{

dy*
2 tr{.

L'intensité de la pression exercée par toutes les nervures
sur la plaque par unité de surface de cette dernière est alors

représentée par la série

m—1 oo

> ri > t sin /ht — sin A-rr - sin «tt -.tt —' —J k m a a
i=i k=i

jBXià surface élastique de la plaque déformée peut être
représentée par une série

V V Cw sin
S=l 71=1

ntrx SIT!/
sin —j—

a b

On peut supposer, sans que cela diminue la généralité des

conclusions, que la flexion des nervures et, par conséquence,
le flambage de la plaque dans la direction de y, s'effectue
suivant une demi-onde, ce qui permet de poser s 1 et de

supprimer le second indice des coefficients. Alors

¦ try V r • ™
sin —r- > C„ sm —

b —i
71=1

(5)

wi sin
TJ/ VIYcn

et on a

et

ElJbl TTIJ yry _
07 TH sin -V 7 ^n Sin2tb* m

1

o_ai?r m—x °° _•
—t-,— sin —r ' >. C. sintb* ii ijZj * m

i=i n=l

v1 • w l ¦ i l ¦ i^x> t sm /nr — sin «tt - sin /nr ¦

—J k m a a
ft=-i

Si on introduit cette expression et l'expression (5) dans

l'équation différentielle de la surface élastique d'une plaque
fléchie par l'action combinée d'une charge latérale répartie q

et d'une compression p dans la direction de x, répartie
uniformément le long des côtés x 0 et x a

?v1 / (Tw\

sin/cTrf a
et remplace —5—rr— par 1, k par n et n par k réciproque-r kntfa r
ment, on obtient

0 (- TT*£/ V r ¦
Dab* L L"

*=i

- P~- n*C~ n „2 n °» •

K(n, k)
711—1

Ü1
t=l

sin /nr
i
m

sinjiTT
i
m

Da2

En procédant de la même manière qu'au chapitre 1, on
arrive à la conclusion que pour les valeurs de n jm on
obtient

À2

2\2 | „ni
] mj2m?

pa'
Tr D

ce qui détermine les pressions critiques correspondantes à

des nervures absolument rigides. En désignant par c afm
l'écartement des nervures on a

A2 m2 ^ + _j
Dans les constructions navales, on a toujours c < b \2, par
conséquence la plus petite valeur de A2 correspond à / 1

m2 1
62/ •

Pour les valeurs de n qui ne sont pas de multiples de m
on obtient comme dans 1

C„
fe2 b \ b) m 2 C12im+n I EDI

G

et en éliminant les Cn par le même procédé

co

1 + g y [2/m b2 (2/m + n)2Aa[ 0.

C'est la forme sous laquelle j'ai publié l'équation en 1948

dans le Journ. of Appl. Mech. et elle m'a suffi pour en tirer
des conclusions pratiques en ne conservant que le premier
terme de la série. Mais en procédant comme dans 1, on peut
obtenir la somme de cette série et pour la valeur de A* obtenue
ci-dessus on a l'expression

El
Db

62

c2
sin-rr t«b2

dont la valeur maximale correspond à n m ^ 1 et on
obtient pour les navires en acier (E 2,1 • 106 kg/cma)

/ 2> 0,0*"©'¦
Le même raisonnement peut être appliqué à 1 étude du

flambage d'une plaque renforcée par des nervures longitudinales,

c'est le système de construction des navires de

M. Isherwood. J'ai publié le résultat dans le même journal,
en 1951 :

El 4 o
Db -tt 6

1 + ^M
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