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Die Âquîvalente
des Minkowski-Hajôsschen Satzes

in der Théorie der topologisehen Gruppen

Von Istvân Fary, Szeged (Ungarn)

In dieser kleinen Note1) zeigen wir, daB durch eine Umformulierung
des Minkowski-Hajôssohen Satzes2) (Satz 2) ein Struktursatz bezûglich
der kommutativen, kompakten topologisehen Gruppen entsteht (Satz 1)

(siehe auch die Bemerkung nach Satz 1).

1. Es handelt sieh im folgenden nur unx kommutative Gruppen, die
Gruppenoperation schreiben wir additiv. Bei den einparameterigen
Untergruppen der topologisehen Grappe G werden wir immer einen kano-
nischen Parameter verwenden (so daB also oc(x) -f oc(y) oc{x + y)
gilt). Ist oc(x) ein veranderliches Elément einer einparameterigen Unter-
gruppe von G, so nennen wir die Menge

[oc]: oc(x), è^x<ri — oo<£g;0<?7<+ oo) (1)

der Elemente kurz ein Gruppenintervall und bezeichnen es (wie auch
schon in (1)) mit [a] ; dabei sind f, rj immer so zu wahlen, daB oc(x) ^
oc {y) (i^x ^éz y<rj) gilt. Bas Gruppenintervall [oc] ist ofîenbar dann
und nur dann eine Gruppe, wenn oc(Ç) oc(rj) ist (und dann ist sie eine
eindimensionale Torusgruppe).

x) Dièse Note ist beim Studium von zwei Arbeiten von Rédei entstanden, die mir noch
vor Publikation zugànglich waren. Die erste davon ist die voranstehende Arbeit ,,Kurzer
Beweis des grappentheoretischen Satzes von Hajôs", zu dem sich dièse Note unmittelbar
ansehlieôt (da es sich in ihr ebenfalls um ein gmppentheoretisehes Problem handelt), die
zweite erscheint demnâchst in den Acta Scientiarum Mathematicarum unter dem Titel
,,Vereinfachter Beweis des Satzes von Minkowski-Hajôs". Beide Arbeiten werden kurz
als Rédei I bzw. Rédei II zitiert.

2) O.Hajos: Ûber einfache und mehrfache Bedeckung des n-dimensionalen Raumes
mit einem Wûrfelgitter. Math. Zeitschrift 47 (1941), S. 427—467; 2. Fassung (S. 431).
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• Der fragliche Struktursatz lautet so :

Satz 1. Wenn die topologische Gruppe G eine direkte Summe von n
Gruppenintervallen ist :

G=[*i]+•••+[««] > (2)

d. h. ein béliebiges Elément f} von G genau einmal in der Form

0 *i(*i)+••• + *»00 (f^^<i?; ^o<rj) (3)

entsteht, so gibt es unter den [&J (i 1,..., n) eine Gruppe.

BemerJcung. Es folgt aus den Voraussetzungen des Satzes, daB G zu-
sammenhângend und kompakt ist, weiter eine Umgebung der Identitât
besitzt, die mit demlnneren der n-dimensionalen Kugel homeomorphist.
Hieraus folgt, nach einem bekannten Pontrjaginschen Fundamental-
satze3), daÔ G die direkte Summe von n eindimensionalen Torusgruppen
ist, d. h. eine Darstellung (2) gestattet, wo sâmtliehe direkte Summanden
Gruppen sind. Satz 1 gilt also gewissermaBen als eine ,,Umkehrung" des

Pontrjaginschen Satzes4).

2. Der Minkowski-Hajôssche Satz bezieht sich auf die einfache Be-
deckung des w-dimensionalen Euklidischen Raumes Rn mit einem
Wlirfelgitter. Es genugt dabei nur solche Wûrfelgitter (S(W) zu betrach-
ten, die aus den (,,achsenparallelen") Wiirfeln

W(a): a + z1t1+...+ zntn (i^x^rj; i=l,...,n) (4)

bestehen, wobei nâmlich die tt die Einheitsvektoren bezeichnen und a
die Elemente eines Puiiktgitters © durchlâuft ; (&(W) nennen wir ein-
fach raumbedeckend, wenn seine Wûrfel W(a) den Raum bedecken, und
paarweise ohne gemeinsame innere Punkte sind5).

Dann lautet der wichtige Satz von Minkowski-Hajôs so :

Satz 2. Jedes einfach raumbedeckende Wûrfelgitter (5{W) des

n-dimensionalen Baumes enthâlt zwei Wûrfel mit gemeinsamen (n-l-dimensio-
nalen) Seiten.

3) L. Pontrjagin, Topological Groups (Princeton 1939), Chapter V, Satz 42 (S. 169).

4) Siehe Rêdei I, Einleitung.
5) Siehe Rajôs2), §§ 1, 2, 3 und Rédei II.
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Eine erhebliche Vereinfachung wird in unseren Betrachtungen durch
die Heranziehung der halboffenen Wûrfel erreicht. Den zu W(a) ge-
hôrige halboffenen Wûrfel nennen wir die Punktmenge

W'(a): a + a?1e1+---+ xntn, Ç^x^rj (i=l,...,n); (4')

%{W) entsteht wieder so, daB a die Punkte des Punktgitters © durch-
lâuft. Es gilt der Satz : Wenn (5 (IF) den Raum einfach bedeekt, dann
ist (5(W) schlicht raumbedeckend in dem Sinne, daB jedes x e Rn zu
genau einem halboffenen Wûrfel von ©(IF7) gehôrt6). Dieser Satz be-

rechtigt uns, anstatt ©(IF) immer nur (S(W') zu betrachten.

Beweis der Aquivalenz der Sàtze 1 und 2. a) Auf Grund von Satz 2 be-

weisen wir Satz 1. Nehmen wir an, daB die topologische Grappe G die
Darstellung (2) gestattet. Zum Punkte

* yiti H h 2/n en (-o

des Rn ordnen wir das Gruppenelement

zu. Dièse Zuordnung ist fiir jedes x € Rn definiert (hat aber naturlich
keine eindeutige Umkehrung7)). Nun werden wir mit Hilfe der
halboffenen Wûrfel TF'(o) in (4) ein %(Wf) definieren. Und zwar nehmen
wir zu jedem x das zugeordnete fi, und bestimmen den Punkt x* von
W'(o), dessen Koordinaten gleich den Argumenten x1,.,.}xn in (3)
sind. Wir verschieben dann W'(o) um aile (verschiedenen) Vektoren
X — X*. Aus der Eindeutigkeit der Konstruktion ist klar, daB die so ent-
standenen halboffenen Wûrfel den Raum schlicht ûberdecken. Sie bilden
auch ein (5(Wf). Dazu genûgt es zu zeigen, daB diejenigen Punkte x
ein Punktgitter © bilden, fur die x* (0,.. .,0) ausfàllt. Es seien

*i Va *i H 1- Vin e« (* 1, 2)

8) In diesem Zusammenhang war der Satz schon durch Perron benutzt; einen voll-
stândigen Beweis siehe bei Bédei II,

7) Wir werden eben zeigen, daû die additive Gruppe der Vektoren von Rn die
universelle t^berlagerungsgruppe von O ist. (Den Begriff und die Eigenschaften der Ûber-
lagerungsgruppe werden wir aber nicht benôtigen.)
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zwei solche Punkte. Dann gilt

î:**(y«)= 2**(o)
woraus

folgt, und so gehôrt auch 3CX ± £2 in der Tat dem Anfangspunkt (0,..., 0)

zu.
Ergânzt man die halbofïenen Wûrfel von diesen ©(ÏF7) (mit Hinzu-

nahrae der vollen Begrenzung) zu Wiirfeln, so entsteht offenbar ein
Wiirfelgitter ©(TF). Wegen Satz 2 folgt hieraus, da8 es in (5(W) einen
Wûrfel gïbt, der mit W(o) eine gemeinsame n — 1-dimensionale Seite
hat. Nach (4) bedeutet dies, daB © einen Vektor (f — rj) e, (l^i^n)
enthàlt. Dann gilt «,(1) ^ct(^)5 und dies besagt, da8 [<x%] eine Gruppe
ist.

b) Ans Satz 1 folgt Satz 2. Betrachten wir ein den Raum schlicht ûber-
deckendes © (W), wobei wir gleich annehmen durfen, daB die Ecke von
W'(o) in (0,...,0) liegt (d. h. in (4) f 0 ist). Die Gittervektoren
bilden einen Normalteiler in der additiven Gruppe der Vektoren von Rn ;

bezeichne G die entsprechende Faktorgruppe. Der Umstand, daB dè(W;)
den Raum schlicht ûberdeckt, bedeutet eben, daB jede Klasse von G

genau einen Reprâsentanten in Wf(o) hat. Anderseits ist G eine topolo-
gische Gruppe, in der die von (0,..., 0) auslaufenden Kanten von Wr{p)
je ein Gruppenintervall bilden, deren direkte Summe gleich G ist. Aus
Satz 1 folgt, daB eins dieser Gruppenintervalle eine Gruppe ist, und dies
bedeutet, daB der Endpunkt des betreffenden Kantenvektors rj ct (mit
dem Anfangspunkt (0,..., 0) zusammen) in die Hauptklasse © gehôrt.
Gehe man von ®(W), wie oben, zu ©(îf) iiber. Da W{o) nach der
Verschiebung um rj et eine ganze n — 1-dimensionale Seite mit W(o)
gemeinsam hat, so ist hierdurch Satz 2 bewiesen.

Wir bemerken, daB man auf Grand der Âquivalenz der Sâtze 1, 2

aile direkten Zerlegungen (2) leicht auch gruppentheoretisch konstruieren
kann.

3. Zum SchluB bemerken wir noch, daB im Beweis von Satz 2 die
Hauptrolle einem Struktursatz aus der Théorie der endlichen kommuta-
tiven Gruppen zukommt, der folgendermaBen formuliert werden kann8).

8) Siehe Hajés*) und Rédei I.
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Gilt filr eine endliche kommutative Gruppe G die Darstellung

G KL,+•••+[«J*.

wo die direkten Summanden Komplexe von der Form

[*<L, (0, «<,..., (ei - 1)*,)

so i^^ mindestens ein Komplex [oc[\ei eine Gruppe.

Man sieht also, da6 die von uns angegebene àquivalente Form (Satz 1)

des Satzes 2 von Minkowski-Hajôs einerseits und der eben angefûhrte
gruppentheoretische Satz von Hajôs anderseits eine âhnliche Erschei-

nung ausdriicken, und zwar fur die (kompakten) kommutativen topolo-
gischen Gruppen bzw. fur die endlichen kommutativen Gruppen. Man
fûhlt sieh gezwungen zu meinen, da6 beide Sâtze Bruehstùeke einer all-
gemeineren GesetzmâBigkeit sind.

(Eingegangen den 16. Oktober 1948.)
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