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Uber Potentiale, welche auf vorgegebenen Mengen verschwinden

von Alfred Huber, Zurich

Meinem verehrten Lehrer und Kollegen Albert Pfluger
zum sechzigsten Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Sei K eine kompakte zusammenhangende Menge îm reellen eukhdischen Raum
En(n^2) Sei /x ein Radonsches MaG, dessen Trager in K enthalten ist, und sei {/"
das Newtonsche (îm Falle n 2 das loganthmische) Potential von fi Fur aile xeCK

Komplementarmenge von K) ist also

r
Ull(x)= h(\x — y\)dfx(y)9 (1)

wobeih(r) r2 "fur «^3, h(r)= — logrfur n — 2 Hier bezeichnet \x\ dieeukhdische
Norm des Vektors x (xl9x2, xn):

Welche kompakten zusammenhangenden Mengen K besitzen die Eigenschaft, dass

auf ihnen ein Mafi /z#=0 existiert, dessen Potential If auf CK identisch verschwindet?
Dièse Frage ist eng verknupft mit dem Problem der gleichmassigen Approximation

stetiger Funktionen durch harmonische, welches in Arbeiten von Keldych und
Lavrentieff [8], Brelot [2, 3] und Deny [6,7] behandelt worden ist Die Ergebnisse
der beiden letztgenannten Autoren implizieren folgende Antwort * Aufeiner zusammenhangenden

kompakten Menge K existiert genau dann ein Mafi n + 0 mit auf CK
identisch verschwindendem Potential £/", wenn die Menge CK m mindestens einem
Punkte von K effiliert1) ist

In der vorliegenden Note wird auf anderm Wege eine andere Charaktensierung
(Satz 1) hergeleitet und auf einen speziellen Mengentyp angewendet (Satz 2)

2. Kriterium

Satz 1 Auf einer zusammenhangenden kompakten Menge K in En existiert genau
dann ein Mafi /^=t=0 mit der Eigenschaft, dass Ufl(x) 0 fur aile xeCK, wenn die

x) Nach der Définition von Brelot (siehe z B [4, p 82])
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Bedingung

lim max gj(x, y) dx > 0 (2)
j-*oo LyeQj J J

erfullt ist. Dabei bezeichnet {Qj} eine monoton abnehmendgegen Kkonvergierende Folge
von Dirichletgebieten undgj die Greensche Funktion von Qj (7 1, 2, 3,...).

Bernerkung. Der Grenzwert in (2) existiert stets und ist nicht negativ, denn {sj}9
wobei

jgj(x,y)dx (3)

(y 1, 2, 3,...), ist eine monoton abnehmende Folge positiver Zahlen. Ausserdem ist
dieser Limes unabhângig von der Wahl der Gebietsfolge {Qj}.

Lemma 1. Sei \i ein réelles Mafi auf K mit der Eigenschaft, dass Utl(x) 0fiïr aile
xeCK. Dann gelten die Ungleichungen

(4)

(j= 1, 2, 3,...). Dabei bezeichnet ||/x|| die totale Variation des Mafies /x.

Beweis von Lemma 1. Sei fi fi+ —jjl~ die Jordansche Zerlegung des MaBes /*, und
sei

M {x\U^{x) U^(x)=oo}

Fur aile xeQj Qj — M gilt

Ufl(x) jgj(x,y)dfi(y) (5)

K

(j= 1, 2, 3,...). Denn die Funktion

x-+W(x)-jgj(x9y)dv(y)
K

ist - nach geeigneter Fortsetzung in die Menge M - harmonisch im Gebiete Qj und
nimmt die Randwerte 0 an, verschwindet also identisch. Aus (5) folgt

,(x, y) d\i- (y) S U»(x) J gj(x, y) dp* (y)
K K
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fur aile xeQ). Da M das Lebesguesche MaB 0 besitzt, schliessen wir

Qj
— £«/(*' y) dfi+(y) + gj(x, y) dfi-(y)\ dx

.J J
K K

Q.E.D.

Beweis von Satz 1. Wir dûrfen uns auf réelle MaBe beschrânken.
I. Sei lim Sj Q. Aus Lemma 1 schliessen wir, dass £/M 0 fast ûberall in En

(d.h. bis auf eine Ausnahmemenge vom Lebesgueschen Mass 0). Daraus folgt /i 0.

II. Sei lim Sj=s>0. Wir wàhlen zunâchst y^Qj (j= 1, 2, 3,...) derart, dass

jgj(x9yj)dx sj. (6)

Ferner sei k eine Zahl mit der Eigenschaft, dass 0<k<d und

x

conj(h(r)-h(d))r"-ldr<Sr (7)

wobei c/den Durchmesser der Menge AT und œn die Oberflâche der (n — l)-dimensionalen
Einheitssphâre bezeichnet.

Nun betrachten wir das MaB fij (j= 1, 2, 3,...), dessen Potential durch

fur
17"

"fJ( \\mïxitej(x>yù>h(k)
W L° fiir xeCQj,

definiert wird. Sei fij fi^ — % seine Jordansche Zerlegung. Das MaB /it besitzt als

Trâger die Niveauflâche {x\gj(x9 yj) h(X) — h(d)}9 und fij liegt auf dem Rande von
Qj. Es gilt ||M; II \\fij II 1, also ll^lj =2 fur aile/

Fur die Greensche Funktion gj gilt die Abschâtzung

gj(x,y)<h(\x-y\)-h(d), (8)

denn O^cj^l \x—y\ <d) fur
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Unter Anwendung von (6), (7) und (8) folgt

V^x) dx > gj(x, y^ dx — gj(x> yj) dx ^
J J J
Qj Oj Aj

J (h(\x-yj\)-h(d))dx*
Qjn{x\\x-yj\<X}
X

0

wobei Aj {xeQj\gj(x,yJ)^:h(X) — h(d)}, Fur genûgend grosse Werte von y gilt also

>|- (9)

Die Folge {/*,-} (y 1, 2, 3,...) enthâlt eine Teilfolge {fijK}9 welche schwach gegen
ein Ma6 fi auf K konvergiert. Wir dûrfen annehmen, dass fast ûberall in En die

Limesbeziehung
lim C7MjJC(jc) Ulx(x) (10)

erfûllt ist. Denn ein Satz von Deny [5] sagt aus, dass man dies jedenfalls durch noch-

maligen Uebergang auf eine Teilfolge erreichen kann. Damit folgt:
(a) Fur fast aile xe CK gilt Ufl(x) 0. Daaber C/M auf CK stetig ist, folgt U»(x) 0

fur aile xeCK.
(b) Unter Anwendung des Lebesgueschen Grenzwertsatzes schliessen wir aus (9)

und (10), dass

Uli(x)dx=lim [/^(x)dx^So.
V k~* 00 •/
En En

Also ist fi + 0. Damit ist Satz 1 bewiesen.

3. Eine Anwendung

Satz 2. Sei {Dk} (k= 1, 2, 3,...) eine Folge von offenen Kreisscheiben mit folgenden
Eigenschaften: (a) DknDj <f)fiïr k#y; (b) DkczE= {z\ \z\ ^ 1} fur aile k. Es bezeichne

rk den Radius von Dk. Ist

<oo, (11)
oo

oo

logr*

so gibt es auf der Menge K=E— (J Dk ein Mafi ju4=0, dessen Potential U* auf CK
identisch verschwindet. *=1
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Zusatz. Wird die Bedingung (11) abgeschwàcht in

trk<co, (12)
fc=l

so braucht ein solches Mafi nicht mehr zu existieren.

Bemerkung. Erfûllt Kàiv Bedingung (12), so gibt es eine Distribution erster Ordnung
(Dipolbelegung) T=t=O mit in K enthaltenem Trâger und der Eigenschaft, dass UT 0

auf CK. (Man bringe etwa auf den Rândern der Kreisscheiben E, Du Z)2,... lineare
Dipolbelegungen konstanter Dichte an, deren Momente auf dem Rande von E radial
nach aussen, auf den ûbrigen Kreisen radial nach innen orientiert sind). Von dieser
Tatsache ausgehend wird man auf folgende - durch den Zusatz zu Satz 2 in negativem
Sinne beantwortete - Frage gefûhrt: Impliziert (12) auch die Existenz eines Mafies
^4=0 auf K mit der Eigenschaft, dass £/" auf CK12)

Beweis von Satz 2. Die Bedingung (11) impliziert (12). Aus (12) folgt nach einem
Hinweis von Mergelyan [9, p. 21], dass die Menge ^positives Lebesguesches MaB
besitzt. Also ist

00

_>42<1.
fc=l

Es bezeichne

Sei N eine natûrliche Zahl mit der Eigenschaft, dass

__ rk<n. (13)

Wir definieren
2 1

min log i \ ftir |Z| ^ 1?
uo(z) \z\

0 sonst;

uk(z) max( —7T—-x Iog 0
\log(l+i/) rk

uk(z) maxf- Iog -,0VllogrJ rk J

fur k
Die Funktionen Vj min (uo,uu,..iuJ) (./=1, 2, 3,...) sind positiv und super-

2) Herr J. Wermer hat mich in einem Gesprâch auf dièse Frage aufmerksam gemacht.



46 ALFRED HUBER

harmonisch im Gebiet

Gj {z\\z\<l9\z-ak\>rk(k=l929...,])}
und verschwindenidentischauf dessenKomplement. Es gilt Vj— Uaj9 wobei der positive
Teil a t des MaBes olj in Gj liegt und dessen negativer Teil aj den rand Fj von Gj zum
Trâger hat. Durch Intégration der Normalableitung lângs Fj findet man fur j=N+ 1,

N+2,...

Da ||at|| ||a;||, folgt fûrj=

1(1 J fI=A<oo. (14)

Im folgenden bezeichne mFdas Lebesguesche Mali der (messbaren) Menge F. Es

gelten die Ungleichungen

m{z|uo(z)=l} 7t(l-^), (15)

m{z|uk(z) < 1} 7trt2(l + if)(fc 1,2,..., JV), (16)

m{z|ii4(z)<l} 7crjk (fc JV+l,JV + 2,...). (17)

Aus (16) und (17) folgen mit Benûtzung von (13) und der Définition von tj

£ m{z|u(t(z)<l}=re(l+^)£r42<7r(l-3^) (18)

und
X m{z|uk(z)<l} 7r X rk<nn. (19)

Unter Anwendung von (15), (18) und (19) schliessen wir, dass fur aile y

m{z|l/a'(z)=l}^m{zK(z)=l}-J5 m{z\uk(z) < 1} > urj.

Da Uaj^0, folgt

I U*j(z)dxdy>nri (z x + iy). (20)

Sei nun {Qj} eine monoton abnehmend gegen K konvergierende Folge von Dirichlet-
gebieten; dabei enthalte Qj die abgeschlossene Huile des Gebietes Gj (j= 1, 2, 3,...).
Aus (14) und (20) schliessen wir unter Verwendung von Lemma 1, dass

sj > — >0 (21)

fûry=iV+1, N+2,.... Nun folgt Satz 2 durch Anwendung von Satz 1.
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Bemerkung. Die Anwendung des Kriteriums kann durch ein Zurûckgreifen auf
dessen Beweisidee ersetzt werden. Beim vorliegenden Beispiel wird dies durch ein
Résultat von Arsove (Theorem 23, p. 345 in [1]) besonders erleichtert : Da die Funktio-
nenfolge{£/aj}imMittel konvergiert und die Folge {\\olj\\} beschrânkt bleibt, konver-
giert {ctj} schwach gegen ein Ma8 ju, dessen Potential £/" der Limes in medio von
{U*J} ist.3) Offenbar ist ju#O, U» 0 in CK und der Trâger von fi in K enthalten.

Beweis des Zusatzes. Wir stûtzen uns auf Satz 1 und zwei noch zu beweisende

Hilfssâtze.4)
Lemma 2. Zu beliebig vorgegebenen positiven Zahlen M, d, k und e gibt es eine Zahl

q(M, d, k,s)>0mitfolgender Eigenschaft:
Sei Q ein Teilgebiet von {z\ \z — a\>r}, dessen Rand F den Kreis {z\ \z — a\ r}

enthâlt. Sei h eine in Q definierte und harmonische Funktion, welche (a) die Ungleichung

O^h^M erfiillt, (b) in alien Punkten der Menge Fn{z\ \z — a\<d) den Randwert 0

annimt.
Gilt dann r<ç(M, d, k, e), so ist h<e in Qn{z\r<\z — a\<(l +k) r}.
Beweis von Lemma 2. Aus dem Maximumprinzip fur harmonische Funktionen

folgt, dass die Funktion h in Qn{z\r<\z — a\<d) die Ungleichung

h(z)£ — - -log-^—
log d - log r r

erfûllt. Fur genûgend kleine r gilt in Qn {z\r<\z — a\ <(1 +k) r} die Abschâtzung

i Mlog(l + k)

log d — log r

Dièse Schranke konvergiert gegen 0, wenn - bei festgehaltenen M, k und d - r gegen
0 strebt. Daraus ergibt sich die Existenz der Zahl q (M, d, k, s).

Q.E.D.

Lemma 3. Sei Qp ein von Co {z\\z\ 1} und den (miteinanderfremden undim lnnern

von Coliegenden) KreisenCy={z||z — aj\ rj} {j=l, 2,...,p) berandetes Gebiet. Seien

e undô vorgegebene positive Zahlen. Dann existieren endlich viele (miteinander und mit
den gegebenen fremde) Kreise Cj {z\\z-aj\ rj) (j=p+l,p + 2,...,q) derart, dass

t rj<ô (22)
j=p+i

und

jjgq(z,Odxdy<e (23)

Qq

3) Den Hinweis auf dièse Konvergenzeigenschaft verdanke ich Herrn Arsove.
4) Ein wesentlicher Teil der nun folgenden Konstruktion ist aus einer anregenden Diskussion

mit meinem Kollegen Hersch hervorgegangen.
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fur aile (eQ€ {z||z|<l, \z — aj\>rj(j=l,...,q)}. Dabei bezeichnet gq die Greensche

Funktion von Qq.

Bemerkung. Mit diesem Lemma wird auch der Zusatz zu Satz 2 bewiesen sein.

Denn es gestattet offenbar die Konstruktion einer Menge K, welche die Bedingung (12)

erfullt, welche aber - vermôge Satz 1 -, kein Ma8 ju=t=O trâgt, dessen Potential [/" auf
CK identisch verschwindet.

Beweis von Lemma 3. Seien P, y und A(O<A<i) positive Zahlen mit folgenden
Eigenschaften:

3 V2 A

(A) 2n I [logl)rdr<e-.I K)
o

(B) Keiner der Punkte (p + mX) + i(y + nX)> m und n ganz, liegt auf einem Kreis

(C) Keine der Geraden x=/? + mA und y y-\-nX, m und n ganz, tangiert einen
dieser Kreise.

Das Geradennetz

N — {z |Re z P + m A, m ganz} u {z |Im z y + n A, n ganz}

zerteilt Qp in endlich viele Gebiete co1, co2,..., co(. Jedern derartigen Gebiet

cwj Qpn{z\fi + mA<Rez < jS 4-(m + 1)A, y + nA<Imz <y + (n + 1)A}

ordnen wir zu die ,,Umgebungen"

Uj Qp n {z |j8 + (m - 1) A < Rez < p + (m + 2) A,

y + (n - 1) A < Im z < y + (n + 2) A}
und

^ Qpn {z \p + (m - 2) A < Rez < p + (m + 3) A,

y + (n - 2) A < Imz < y + (n + 3) A}

Seien ap+u ap+1,..., ap+s die in Qp liegenden Gitterpunkte des Netzes N. Wir
fûhren Kreise Cj={z| \z-aj\ rj} (y =/?+!,/?+ 2,...,/? + s)ein; dièse sollen weder
einander noch die bereits vorhandenen Kreise schneiden, und es soll gelten

p + s s

I rj<r (24)
j=P+i z

Der Durchschnitt des Netzes N mit dem Gebiet

Qp+S {z | |z| < 1, |z - aj\ > rj (j 1, 2,..., p + s)}

besteht aus endlich vielen Strecken. Der Uebergang von Qp+S zum gesuchten Gebiet
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Qq geschieht durch Subtraktion von endlich vielen - noch zu definierenden - Kreis-
scheiben, deren Mittelpunkte auf diesen Strecken liegen.

Sei L die Summe der Lângen dieser Strecken. Sei <p der kleinste aller Winkel, unter
welchen die Kreise Co,..., Cp+S von den Geraden des Netzes N geschnitten werden;
nach (C) ist cp positiv. Wir definieren

/ 1 2L\
/co max -—, —- (25)

\sm<p d

Sei T irgend eine der Strecken, in welche NnQp+s zerfâllt. Es gibt eine positive
Zahl rT mit folgenden Eigenschaften:

(a) rT ist kleiner als der Abstand der Menge Tvon der Vereinigung aller derjenigen
unter den Kreisen Co,..., Cp+S, welche nicht durch die Endpunkte von Tgehen;

2 e

g-,A, fc0,-
A 2 7T

wobei q die mit Lemma 2 eingefûhrte Zahl bezeichnet;
(c) es existiert eine natûrliche Zahl nT so, dass [2nT + k0(nT +1)] rT t9 wobei t die

Lange von T bezeichnet.

Wir fûhren nT Kreise vom Radius rT ein; ihre Mittelpunkte sollen auf Tliegen und

von den Endpunkten dieser Strecke die Abstànde (k0 +1 rT, (2 k0 + 3) rT,...,
(nTk0 + (2nT— 1)) rT aufweisen.

Dièse Konstruktion werde fur jede Komponente von NnQp+s durchgefûhrt: so

definieren wir die Kreise C/ {r| \z—aj\=rj} fùrj=p + s+l,..., q.
Die Kreise Cl9...,Cq schneiden einander nicht. Dies folgt aus (a), der Anordnung

der Mittelpunkte und der durch (25) implizierten Ungleichung l/(A:0 + l)<sinç). Es

kann vorkommen, dass Co vorerst einige der neu eingefùhrten Kreise schneidet: dièse

gehôren zu Strecken T mit auf Co liegendem Endpunkt. Durch nochmaliges Ver-
kleinern von rT kann auch das Auftreten dieser Schnittpunkte vermieden werden.

Aus (c) und der durch (25) implizierten Ungleichung ko^.2L/ô schliessen wir, dass

i r,<\. (26)
j p + s + 1 Z

Aus (24) und (26) folgt (22).
Es ist noch (23) zu beweisen. Jedes ÇeQq liegt in der abgeschlossenen Huile c3j

eines coj. Wir zerlegen

gq(z,Qdxdy+ Jf gq{z,Qdxdy. (27)

h
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Aus Çecoj, zeVj folgt |z — CI^3 ^/2A, also mit (A) und der Abschâtzung

iï gq(z,0dxdy^ f f
3V2A 2n

Af) *
(28)

0 q> 0

Der Rand des Bereiches Qq — (QqnVj) besteht aus endlich vielen Kreisbogen und
geradlinigen Streckenstûcken. Auf den Bogen nimmt gq den Randwert 0 an. Um die
Werte von gq auf den Strecken abzuschâtzen, bemerken wir, dass jede dieser Strecken

an mindestens einem Kreis Ct mit p +s+l^lSq anstôsst; ihre Lange betrâgt dann

kort. Es bezeichne Q das Innere von Qq — {Qqr\JJJ). In Q ist gq harmonisch. Auf dem
Rand F dièses Gebietes gilt gq g log 2/A, also nach dem Maximumprinzip auch im
Innern. In allen Punkten von F n {z\ \z — at\ <X] nimmt gq den Randwert 0 an. Wegen
Eigenschaft (b) von rt kann mit Anwendung von Lemma 2 geschlossen werden, dass

gq<s/2n im Gebiet Qr\{z\rl<\z-al\<(\ +&0)rJ, und damit insbesondere auf der
betrachteten Randstrecke von Qq — (QqnVj). Durch nochmalige Anwendung des Ma-
ximumprinzips erhalten wir die Gûltigkeit der Ungleichung gq<e/2n auf dem ganzen
Bereich Qq-(Qqn Vj), und somit

;q(z,Qdxdy<-- -n= (29)
2tt 2

Aus (27), (28) und (29) folgt (23).
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