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40 Kleine Mitteilungen

6° Proposition La distance OM de la corde XY du centre O peut etre constrmte avec
la regle et le compas par les formules approchies

OW=_™OG 0,463 525 491 5 (diff 0,0002743),

OM 2 ((/T+ ]/6- ][3) - y -3 0 463 306 995 (diff 0,000 055 86),

OM 4 Ll0- ~ 0,4632935264 (diff 0,00004215)

OM= ~(3 d-2) 0,463 292 387 2 (diff 0,000 04101),
8

d 2 sin 72° est la diagonale du pentagone regulier mscnt dans le cercle de rayon OA 1

7° Proposition La distance GM de la corde XY du point G peut Stre constrmte, avec
regle et compas, par les formules approchies

GM ~L3-1 0,1547005384 (difff 0,00008267),

GM 14 L15 -6 + ~ 0,1548606757 (diff 0 00007806),

20
GM — L30 0,154 856 98 (diff 0,000 074 37),

GM i-(L3-/_20) -~ 0,1547954694 (diff 0,00001285)

GAf =-|-(L3 - L6 + L12) - -i =0,1547719051 (diff 0,00001070)

8° Proposition St D est le diamitre du cercle (D 2), d et l la diagonale et le cöte du
pentagone riguher mscnt dans le meme cercle, on a

XY \fn 1,7724538509

-YY -^-[D+-i- (d- /)]= 1,7724534480 (diff 0,0000004029)

Remarque Cette formule importante donne plus directement la corde XY avec une
grande approximation et avec rapidite constructrve

Vincenzo G Cavallaro, Cefalu (Sicile)

Aufgaben

Aufgabe 144. B van der Pol findet als Nebenresultat tiefliegender Untersuchungen1)

folgende Identitäten zwischen unendlichen Summen und den entsprechenden
unendlichen Integralen

2a etnk-l ~ / e%nx-\ (m l,2,3,

Man gebe einen direkten Beweis E Trost, Zürich

*) B van der Pol, On a non linear partial differential equation satisfud by the logarithm of the Jacobian
thetafunctums, with anthmetical appluatwns, Indagationes math 13, 276 (1951)
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Losung Es sei
~ £4m + i

/(*)"27 «*«-i ' (Re*>0)

dann hat man

*= I ««l n=l N ' Ä l n-1

WO

'¦<H^r"|<-"H^r'btr)
_C_£.V-"(-!__i+ y-\ dx y n x 2

} ^^ n x + 2nik \ '

X(x) - (4 m + 1). (--p^r +_,g(,,,+2W,A)«- + «

Daraus folgt

Wenn # =¦ 2 jt. genommen wird, ergibt sich

f<2*\- (4^ + 1)' ff1 ,f V?. 1 1

M ' (27T)4m + 2 -H w4m + 2 + ZJ Zrf (n + a)4w + 2 ('

Die Doppelsumme lasst sich wie folgt in zwei Teile spalten

OO OO
j oo oo

1

__L __L
(n + t k)*m + 2 ^2j 2" (n-i k)*m + 2 '

Vertauscht man n und k im zweiten Teil und beachtet, dass

(n + i k)*m + 2= -(k-m)*m + 2,

so erkennt man, dass sich beide Teile gegenseitig aufheben Es bleibt dann

/(

OO oo oo
1 SZ. r 1 /*/4m + l f viw + l

und die unendliche Summe ist identisch mit dem unendlichen Integral
B van der Pol, Genf.

Aufgabe 146. Em geometrisches Kriterium fur reelle algebraische und transzendente
Zahlen. Es sei ein quadratisches Punktgitter gegeben Die beiden Hauptrichtungen des
Gitters nennen wir die horizontale und vertikale Richtung g sei eine gegebene Gerade
durch den Gitterpunkt O, s ihre Steigung Nun denke man sich einen in O beginnenden
rechtwinkligen Streckenzug OPxP2Pz dessen Ecken Px, Pz, Pt, auf vertikalen
Gittergeraden liegen, wahrend P2, P4, P6, horizontalen Gittergeraden angehören

l) Der Strich bedeutet, dass bei der Summation k 0 ausgelassen wird Die geschweifte Klammer ergibt
sich zum Beispiel aus der leicht mit dem Satz von Moivre zu verifizierenden Beziehung 2ij(et — 1)

ctg(*/2t) — *, wenn man den Kotangens durch seine Partialbruchreihe ersetzt, die zum Beispiel durch
logarithmische Differentiation des Sinusproduktes gewonnen werden kann E Trost
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Die erste Strecke 0PX hege auf der gegebenen Geraden g Die Zahl 5 ist algebraisch von
M-tem Grade, wenn man durch einen w-ghedrigen Streckenzug, aber nicht durch einen
solchen mit weniger als n Gliedern, einen Gitterpunkt erreichen kann

L Locher-Ernst, Winterthur
Losung Bezeichnungen 0(x_x, y0), Pt(xt> yt) (i 1, 2, x2k_x, v2k iur k 0, 1,

ganz Fur den genannten Streckenzug gelten dann die Beziehungen

5= Vl~y° und s= >-fc + i~y-* bzw 5= *-*-*-*-! <k=l, 2,
V f V AS At AI \ ' » /

*2 fc + 1 ~ *2 l ^2 fc -1 — Vi lc

Daraus gelangt man rekursiv zu

x2k 5 x2k-l +" sl(y2k-2 ~ v2k) — s*(x2k-3 — X2k-l)

~s (>,2A;-4 ~~>/2fc-2) "+ si\x2k-h ~~ x2k-z)

Jrs*(y2k_6-y2k_i) -
^zS2k-l(v0-v2)Ts2k(x_1-x1)

v2k+l~s y2k-l~s \x2k-l ~ x2k + l) ~ s \V2k-2 >2fc)

Msz(x2k_z-x2k_x) -\ 54(r2fc_4-y2^_2)

~" s (^Ä.-s — x2k-a) —

Ts2k(y0-y2)±s2k+i(x_x-xx)

Ist Pn Gitterpunkt, so muss n 2 k oder 2 £ f-1 sein, und es ist dann x2k bzw y2Ä/ fl
ganz. Die in Frage kommende der vorangehenden Gleichungen ist dann vom Grade n,
und 5 ist algebraisch vom Grade m ^ n Sollte m <n sein, so wäre 5 Wurzel einer
Gleichung m-ten Grades mit ganzen Koeffizienten Diese Gleichung konnte dann mit
einem Polynom obiger Art wegen der Unabhängigkeit der Koeffizienten dieser Polynome
identifiziert werden Man konnte auf diese Art sogar eine grosse Zahl von dazugehörigen
rechtwinkligen Streckenzugen rekursiv ermitteln, die nach m Schritten in einem Gitterpunkt

enden wurden Daraus folgt, dass bei Erfulltsein des Kriteriums m n sein muss,
q. e. d. A Unterberger, Bludenz.

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hjornng, Danemark), F Goldner (London),
R. Lauffer (Graz), B Marzetta (Basel)

Aufgabe 147. Zwei konzentrische Kugeln drehen sich mit konstanten
Winkelgeschwindigkeiten um zwei Durchmesser, welche einen gegebenen Wrinkel bilden Zwischen
beiden Kugelflachen rollt, ohne zu gleiten, eine dritte Kugel, indem sie die beiden
ersten berührt. Wie gross ist die Geschwindigkeit des Zentrums der dritten Kugel, und
welche Kurve beschreibt die Spitze seines Ortsvektors G. Tordion, Zürich

Losung. Kt (i 1, 2) seien die Kugeln mit der Mitte O. K% wird der Drehung um die
durch O gehende Achse lt unterworfen. Auf lt hege der Vektor ot, dessen Langenmass-
zahl die Winkelgeschwindigkeit der Drehung angibt Kt habe den Radius rt, und es sei

rx>r2> 0. Eine Kugel K berühre Kx in Px von innen und K2 m P2 von aussen Die
Gerade OPtPx trage den Einheitsvektor t, so dass xt =- r% x der Ortsvektor von Pt ist
Durch die Drehung von Kt wird Pt nach Euler die Geschwindigkeit ot ot X xt erteilt
Die Bewegung der Zwischenkugel K setzt sich zusammen aus einer Drehung von K in
sich, wobei die diametralen Punkte Px und P2 entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten
mx und uj2 besitzen, und aus einer Fortbewegung von K, wobei jeder Punkt von K
dieselbe Geschwindigkeit o aufweist. Es ist also rx>t + v t)t (i 1, 2) Der Mittelpunkt
von K besitzt nur die Geschwindigkeit o, wegen w1 + m2 — 0 ist

1
/ x ^1 0i + r% 0a y%-\~y*

» T »i + »i VI* x o *•l YX + Ym l
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Der Mittelpunkt [(rx Lr2)x]/2 von K rotiert also mit der Winkelgeschwindigkeit
\(ri °i + r2 °2) (ri + ^2)I um die Tragergerade des Ortsvektors rx ox + r2 o2

Ersetzt man r2 durch — r2, so folgt, dass die Mittelpunkte der Kugeln, die Kx von
innen berühren und von K2 von innen berührt werden, mit der Winkelgeschwindigkeit
\(rx ox — r2 o2) (rx — r2)\ um die Tragergerade des Ortsvektors rx ox — r2 o2 rotieren

F Hohenberg, Graz
Weitere Losungen sandten P Bolli (Petit-Lancy), R Lauffer (Graz), A Unter-

berger (Bludenz)

Aufgabe 148. U sei der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks AXA2A% oder kurz
(At), x em beliebiger Strahl Gerade mit Durchlaufungssmn) und x% sein Spiegelbild in
bezug auf eine Normale zur Gegenseite von At (1 1, 2, 3) Ferner seien F der Mittelpunkt

des Feuerbach-Kreises von (At) und Gt seine ein gleichseitiges Dreieck bildenden
«Grundpunkte», welche die äusseren Feuerbach-Kreisbogen von der Mitte bis zum
Hohenfusspunkt der i-ten Seite im Verhältnis 1 2 teilen Dann gilt

1 Die drei Strahlenpaare x1, UA t haben parallele Winkelhalbierende
2 Dank 1 gehört zu jedem Strahl ~x bis auf Translationen eindeutig eine Gerade g(x),

und zu jeder Geraden x gehört bis auf Translationen eindeutig ein rechtwinkliges
Achsenkreuz k(x)

3 x und g(x) sind dann und nur dann parallel, wenn x gegenläufig parallel ist zu
einem der Strahlen FGt

4 Es gibt, abgesehen von Translationen, ein einziges rechtwinkliges Achsenkreuz k(e),
in bezug auf welches die Richtungskosinus at, bt der Seiten von (At), unabhängig von
deren Durchlaufungssmn, der Bedingung £atbt 0 genügen Es entspricht der Euler-
Geraden e von (At) und wird nur dann unbestimmt, wenn (At) gleichseitig ist

A Stoll, Zürich
Losung des Aufgabenstellers 1 at seien die mod 2 n bestimmten Richtungswinkel der

Strahlen UAt, £ derjenige von x Dann ist der Richtungswinkel von xx 2 (a2 + <x3)/2 — £

Somit hat die Winkelhalbierende von xx und UA x den mod tt bestimmten Richtungswinkel

(2J0Lt — £)/2 Er ist von 1 unabhängig
2 Zu £ gehört rj (27<xt — £)/2 (mod n) Geht £ über in £ + n, so geht n über in

7]-7l/2
3 Soll rj £ (mod n) sein, so folgt £ (£xt)/3 (mod 2 n/3) Es ist aber der

Richtungswinkel \on FGX

2(«1f-J/2+ („-.«) _*_ H „ (mod *f).
4 Die genannte Bedingung ist gleichbedeutend mit _J7sin2 q>t 0, wo (pt die modrc

bestimmten Richtungswinkel der Seiten sind Nun ist derjenige von A2AZ

^ as + ^- also 2 <px <x2 4 a3 (mod 2 n)

Dreht man nun eine Achse des Koordinatenkreuzes in die Richtung von g(x), so hat
man noch 2 77 zu subtrahieren 2 yx — 2rj £ — olx (mod 2 n) Die fragliche Bedingung
wird daher

Zsin (| — ol%) sin£ 27cosat — cos£ 2Jsinat 0

Setzt man _Tcosat 3 s cos er und 27sinat -= 3 s sina, so sind, mit dem Umkreisradius
als Längeneinheit, 5, o* die Koordinaten des Schwerpunktes von (At), und es muss sein
sin (£ — a) 0, also £ ö" (mod n)

Weitere Losungen sandten R Lauffer (Graz), A Unterberger (Bludenz)

Aufgabe 150. Man bestimme eine Parabel, die zwei gegebene Kreise doppelt
berührt Die Aufgabe hat Bedeutung fur die Festigkeitslehre (Sicherheitsparabel zu zwei
Mohrschen Spannungskreisen, Vergleich zweier Werkstoffe) F Hohenberg, Graz
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Losung Wir wählen die Zeichenebene als Grundrissebene nx, die Zentrale m der
beiden gegebenen Kreise kt (i 1, 2) als Achse einer Zweitafelprojektion (nx, n2) Denkt
man sich durch kt eine Kugel Kt gelegt, die eine zu nx parallele Ebene berührt, so hüllen
die gemeinsamen äusseren Tangentialebenen von Kx und K2 einen Rotationskegel ein,
der von nx in der gesuchten Parabel geschnitten wird Kt stellt sich in n2 als Kreis kt
durch die Endpunkte des Durchmessers von kt dar, der eine zu m parallele Gerade
berührt Die andere gemeinsame äussere Tangente von kx und k2 schneidet m im Scheitel
der Parabel Der Brennpunkt ergibt sich sofort mit der Dandelinschen Kugel Der
Schnittpunkt der zu den Umrissmantelhnien in n2 gehörenden Beruhrungssehne von
kt mit m hegt auf der Beruhrungssehne durch die Berührungspunkte von kt mit der
Parabel R Lauffer, Graz

Weitere Losungen sandten F Goldner (London), L Kieffer (Luxemburg)
A Schwarz (Seuzach), H Wagner (Karlsruhe) A Unterberger (Bludenz)

Neue Aufgaben

177 L'orthocentre H d'un tetraedre orthocentrique ABCD se confond avec le centre
radical des premiires spheres des douze points des tetraedres HBCD, HCDA,
HDAB, HABC, et ces spheres sont orthogonales ä la sphere conjugu£e au t£tra
edre ABCD V Thebault, Tennie, Sarthe (France)

178 In einer Urne befinden sich ax Zettel mit der Nummer 1, a2 Zettel mit Nummer 2

ak Zettel mit dem Aufdruck k Em Zettel wird gezogen Enthalt derselbe die
Nummer 1, so wird er in die Urne zurückgelegt Enthalt aber der Zettel den
Aufdruck b 4=1, so wird dafür ein Zettel mit der Nummer fe — 1 in die Urne gelegt
Diese Operation wird w-mal ausgeführt Wie gross ist alsdann die Wahrschein
henkelt, einen Zettel mit der Zahl 1 zu ziehen "> P Buchner, Basel

179 Man gebe in expliziter Form zwei Klassen von Losungen des Kongruenzensystems

x2 + 1 0 (mod y), y2 + 1 0 (mod x)

eine fur ungerade x, y und eine für gerades x und ungerades y
L BERNSTriN, Tel Aviv

180 Zeige, dass neben dem bekannten Satz von Wallis (1616-1703)

Xft'-w) __L

n

auch gilt
oo i v

Jly ~ (2ä + i)») t
B van der Pol, Genf

181 D6montrer pour x naturels > 1 la formule

- hm
m oo

W — 1 v o W I

\ji(x) est le nombre de nombres premiers inf£neurs ä x]
W Sifrpinski, Varsovie
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