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Bericht

Mathematische Problemwettbewerbe 1970/71 und 1971/72 im Kanton Bern

Die kantonal-bernische « Informationsstelle fiir Mathematikunterricht» hat in den
Wintersemestern 1970/71 und 1971/72 die Mathematikwettbewerbe 5 und 6 fiir
Schiiler der héheren Mittelschulen organisiert. Uber die Wettbewerbe 1-4 (1966-1970)
finden sich Berichte in El. Math. 23, 18-20 (1968); 25, 39-43, (1970); 26, 93-95 (1971).

Auf Wunsch der Teilnehmer wurden die Wettbewerbe 5 und 6 als Konkurrenzen
fir Zweiermannschaften ausgeschrieben. Beidemale waren zu Hause 3 Aufgaben-
serien zu je 5 Aufgaben zu bearbeiten; die 8 bestklassierten Mannschaften bestritten
die Finalrunde in Klausur.

Erstmals seit Bestehen des Wettbewerbs befand sich in der Siegermannschaft
der 6. Veranstaltung eine Schiilerin, und zwar eine solche eines Literargymnasiums.

Im folgenden werden samtliche Aufgaben der Wettbewerbe 5 und 6 wiederge-
geben, allerdings in gestraffter Foim. Die eigentlichen Aufgaben waren oft mit
zusdtzlichen Erlduterungen und Beispielen versehen.

Wettbewerb 5

Es wurden zwei Sorten Aufgaben gestellt, «leichtere» und «schwierigere». Die
jeweils ersten zwei Aufgaben jeder Serie waren die leichteren.

1.1 Zu jeder natiirlichen Zahl # ist der grosste natiirliche Exponent m anzugeben,
fiir den 2™ die Zahl 37 + 1 teilt.

1.2 Die Kartenspieler 4, B und C leisten ihre Einsidtze mit Spielmarken. Es stehen
8 verschiedene Sorten von Spielmarken zur Verfiigung, die umkehrbar eindeutig
den Geldwerten 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500 und 1000 Rappen entsprechen.
Spieler 4 hat vier Marken vor sich liegen, ebenso Spieler B.

Spieler C ist ein Neuling und kennt die Zuordnung der Markensorten zu den
Geldwerten nicht. Hingegen ist ihm bekannt, dass die vier Marken von Spieler 4
einen Gesamtwert von Fr. 3.30, diejenigen von Spieler B einen solchen von
Fr. 6.70 ausmachen. Er mochte nun Spielmarken so einkaufen, dass er die Zu-
ordnung zu den Geldwerten entschliisseln kann; beim Kauf einer Menge von
Marken erfihrt er nur den Gesamtpreis.

Welches ist der kleinste Betrag, den C auslegen muss, um zu seinem Ziel zu
gelangen ?

1.3 Im Quadratgitter der Ebeneseien » > 2 Gitterpunkte gegeben. Eine Verbindungs-
strecke zweier dieser Gitterpunkte heisse M-Strecke, wenn ihr Mittelpunkt ein
Gitterpunkt ist (nicht notwendigerweise einer der gegebenen). f(») bezeichne die
minimale Anzahl von M-Strecken, die bei vorgegebenem 7 auftreten miissen,
unabhingig von der Verteilung der » Gitterpunkte.

Esist f(n) > 1 fiir alle n > k; welches ist das kleinste 2 mit dieser Eigenschaft ?
Berechne f(n) fiir alle n > 2.

1.4 Zweiinkongruente Dreiecke, die in den Winkeln und in 2 Seiten iibereinstimmen,
heissen «5-verwandt». Es ist ein Paar 5-verwandter Dreiecke anzugeben, deren
saimtliche Seitenlingen ganzzahlig sind. Gibt es unendlich viele, wesentlich ver-
schiedene (d.h. nicht paarweise dhnliche) Paare 5-verwandter Dreiecke mit ganz-
zahligen Seitenldngen ?
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(..... ), bedeute die Ziffernanschrift einer Zahl im Zahlsystem der Basis b. Be-
stimme den Grenzwert der Zahlenfolge a, = (0.123...7),,,72=1,2,3,...
Das Kryptogramm x + yz 4 yz + yxw = wzzv hat in jedem Zahlensystem der
Basis b > & (fiir passendes k) genau eine Losung. Bestimme diese Losung und
das kleinstmogliche k.

Fiir eine bestimmte Basis ¢ hat die Zahl xywzv den Dezimalwert 138585; be-
stimme c.

Ein Dreieck A BC habe den Flicheninhalt F. Auf den Seiten BC, CA, A B seien
die Punkte P, 0, R so gewihlt, dass sie die jeweilige Seite im Verhéiltnis 1:2
teilen. Die Verbindungsgeraden durch jede der Ecken und die gegeniiberliegenden
Teilpunkte erzeugen ein Dreieck vom Fldcheninhalt f. Bestimme f/F.

Beweise: Keine Zahl der Form 47 (8% + 7), m, k = 0, 1, 2, ... ldsst sich als
Summe dreier Quadrate ganzer Zahlen darstellen.

Auf den Seiten eines beliebigen konvexen Vierecks werden nach aussen gleich-
schenklige dhnliche Dreiecke mit der Vierecksseite als Basis errichtet. Zeige, dass
die Verbindungsgerade der Spitzen zweier gegeniiberliegender Aufsatzdreiecke
senkrecht steht zur Verbindungsgeraden der Hohenschnittpunkte der beiden
andern Aufsatzdreiecke.

A, B seien endliche Mengen mit % resp. #» Elementen. Bestimme die Anzahl
s(k, n) aller Surjektionen von A auf B.

Einem Winkel W sei ein Einheitskreis K, eingeschrieben. K, bezeichne einen
Kreis, der ebenfalls W eingeschrieben ist und zudem K, beriihrt. Analog be-
zeichne K, einen Kreis, der W eingeschrieben ist und K,, _; berithrt; n =2,3, . ..
Man bestimme alle Winkel W, bei denen K, ganzzahligen Radius besitzt. Gibt
es einen kleinsten Winkel W, bei dem alle K, ganzzahligen Radius besitzen ?
Gibt es eine endliche Menge M und in ihr eine zweistellige Relation < mit den
Eigenschaften (1) a < a fiir kein a € M, (2) fiir je zwei verschiedene a, b € M gilt
entweder a < b oder b < a, (3) zu jedem Paar (a, b) € M X M mit a < b gibt es
einceM mita <cundc <b?

Gibt es Quadrupel paarweise verschiedener natiirlicher Zahlen, deren Quadrate
eine viergliedrige arithmetische Folge erster Ordnung bilden ?

(Bemerkung: die Aufgabestellung stammt von P. Fermat 1640, die erste Lésung
von L. Euler 1780. Die Eulersche Losung ist aber wahrscheinlich unvollstindig.)
L, sei ein System endlich vieler Teilmengen von N, der Menge der natiirlichen
Zahlen. Die Operationen S, V, K bedeuten der Reihe nach die Bildung endlich
vieler Durchschnitte, endlich vieler Vereinigungen und die Komplementbildung
beziiglich N (anzuwenden auf Mengensysteme aus V).

S,V, K auf L, angewendet ergibt ein neues System L,; auf dieses wieder S, V, K
angewendet liefert L, undsofort.

Weise nach, dass es eine Zahl » derart gibt,dass L,, =L, ., firk=0,1,2,.....
Falls L, aus » Mengen besteht, wieviele Mengen liegen dann héchstens in L, ?
Beweise: Sind 4, B, C drei nicht kollineare Punkte einer Ebene und ist R eine
Gerade des Raumes derart, dass die Winkel zwischen R und den Geradeh
AB, BC, CA kongruent sind, so steht R senkrecht auf der Ebene.

Ist die Abbildung /- R — R mit f(x) = x® injektiv ? -
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Die positive rationale Zahl a, werde als Ndherungswert von /5 aufgefasst.
Ferner sei a; = (ay+ 5a,')/2. Unter welchen Bedingungen fiir a, ist a, ein besserer
Néherungswert fiir /5 ?

(Bemerkung: diese Aufgabe der Finalrunde wurde ebenfalls als «leicht» eingestuft).
In der Ebene E sei die dreistellige Operation {a, b, ¢} — (abc) erklirt, wo (abc) den
Schwerpunkt der drei Punkte a, b, ¢ bedeutet. Fiir welche Lagen der 5 Punkte
a,b,c,d, e gilt ((abc)de) = (ab(cde)) ?

7, 8, 4, b seien natiirliche Zahlen mit (v, s) = 1. Beweise: Gilt (#2 + 352)/(r2 — s2?) =
a?[b?, so sind beide Zahlen 72 -+ 352 und 72 — s2 Quadrate natiirlicher Zahlen.

Wettbewerb 6
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Lose das dezimale Kryptogramm abc: bbbb = 0. bedb bedb . . . . .

Auf einem Schachbrett stehen 10 Figuren auf den Feldern a5678, b678, c78, d8.
Die Steine sollen in die zentralsymmetrische Lage iibergefiihrt werden; erlaubte
Ziuge sind dabei lotrechtes oder waagrechtes Uberspringen eines Nachbarsteins.
Ist die Uberfithrung maoglich ?

Sei # eine natiirliche Zahl grésser als 2. Man bildet die Summe aller zwischen 1
und » gelegenen Zahlen, die zu # nicht teilerfremd sind. Bei der Division dieser
Summe durch # erhilt man bei ungeradem # den Rest0, bei geradem # den Rest
n[2. Beweise dies.

f bezeichne eine fiir alle natiirlichen Zahlen erklirte Funktion mit rationalen
Funktionswerten. Bestimme alle f, welche die Gleichung f(x) f(y) = f(6xy) fiir
alle natiitlichen x, y erfiillen.

Die natiirliche Zahl # sei in einem Zahlensystem der Basis b dargestellt. Mit
g,(n) sei die Quersumme 2. Grades, das heisst die Summe der Quadrate der Ziffern
von #n, bezeichnet. # heisst Fixelement, wenn g¢,(n) = # ist. Bestimme alle Fix-
elemente, wenn b eine ungerade Primzahl ist.

(Bemerkung: Eine allgemeine Losung der Aufgabe ist nicht bekannt.)

Beweise den Satz: Sei b eine ungerade natiirliche Zahl, & > 3, und sei % eine
natiirliche Zahl. Es gibt stets eine ganze Zahl z derart, dass 22, im Zahlensystem
der Basis b geschrieben, einen Endziffernblock von mindestens £ Ziffern 1 aufweist.
Gilt ein analoger Satz auch im Zahlsystem der Basis 10°?

Ein 6 X 6-Quadrat sei mit 18 2 1-Rechtecken iiberdeckt. Zeige, dass es min

destens eine Gerade gibt, welche mit dem Quadrat, aber mit keinem der Recht

ecke innere Punkte gemeinsam hat.

Eine gerade quadratische Pyramide wird durch eine Ebene E, welche durch eine
Quadratseite geht, in zwei volumgleiche Korper zerlegt. ¢ sei der Neigungswinkel
von E zur Quadratebene. Untersuche ¢ in Abhdngigkeit von s, der Linge der
Quadratseite, und 4, der Pyramidenhohe. Kann ¢ gleich 45° sein ?

Ein unbegrenzter Vorrat an Treibstoff befindet sich am Rande einer ¢ km
breiten Wiiste. Ein Lastwagen hat einen Tankinhalt von 90 Litern Treibstoff;
er verbraucht 15 Liter, um 100 km zuriickzulegen. Zudem kann er an jedem
Punkt der Wiiste Treibstoffdepots beliebiger Grosse anlegen.

Wie gross darf a sein, wenn der Lastwagen die Wiiste mit einem totalen Verbrauch
von 180 Litern durchqueren will? Und bei einem totalen Verbrauch von 270 Litern?
Man denke sich #? Punkte (n > 3) in einem quadratischen Schema angeordnet.
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Zwei Spieler 4 und B spielen nach folgenden Regeln: A4 zieht eine waagrechte
oder lotrechte Strecke, die zwei oder mehr Punkte des Schemas verbindet. B
zieht auf analoge Weise, doch muss seine Strecke in einem Endpunkt der von 4
gezogenen Strecke beginnen. So wird abwechselnd gezogen, wobei kein Punkt
mehr als einmal durchlaufen werden darf.

Der Spieler, der die letzte mogliche Strecke ziehen muss, hat verloren. Gibt es
eine Gewinnstrategie fiir 4 ?

a, b seien zwei natiirliche Zahlen mit (a, b) = 1. Eine Menge T natiirlicher Zahlen
enthalte 2 und b und mit jedem Zahlenpaar x, y auch deren Summe x + y.
Weise nach, dass T einen Endabschnitt der Menge der natiirlichen Zahlen enthalt.
Bestimme diejenigen Dreiecke, die sich in drei zueinander kongruente Dreiecke
zerlegen lassen.

Sei g eine fest gewdhlte natiirliche Zahl > 2; (x) bezeichne den kleinsten nicht-
negativen Rest bei der Division der natiirlichen Zahl x durch g. Es werden nun g
nicht notwendigerweise verschiedene Zahlen zj, 2,, .. ., 2,, 0 < 2; < g — 1, vor-
gegeben und mit ihnen eine Zahlenfolge konstruiert gemaéss z,,, = (2, + 2,.1)
(n=1,2,3,...). Beweise, dass die Folge fiir jedes g und fiir jede Auswahl der z;
periodisch wird. Bestimme die maximalen Periodenldngen fiir g = 2, 3, 4 und 5.
Gibt es Zahlen g, bei denen nur eine einzige Periodenlinge auftritt ?

Die beiden natiirlichen Zahlen 4, B haben im Zahlensystem der Basis 4 > 3 die
Darstellungen 4 = (2, 4) und B = (1, a,a + 1). Dabei gelte 1 < a + 1 < b. Fiir
welche Basen b und fiir welche a hat die quadratische Gleichung #* — Ax 4 B =0
ganzzahlige Losungen ?

Ein Graph, bei dem zwischen zwei Ecken héchstens eine Kante verlduft, habe
die folgende Eigenschaft: entnimmt man ihm eine beliebige Ecke und alle von
ihr ausgehenden Kanten, so ist der Restgraph zusammenhdngend. Weiter habe
der Graph mindestens drei Ecken.

Beweise: je zwei Ecken 4 und B lassen sich stets durch zwei Wege verbinden, die
ausser A und B keine Ecken gemeinsam haben.

(Bemerkung: Zur Vereinfachung war in der beim Wettbewerb gestellten Auf-
gabe noch verlangt, dass sich 4 und B durch einen Weg von héchstens drei
Kanten verbinden lassen.)

Es sei x, = 32, %, = 4™, %3 = 52, ..., x, = 9", Bestimme die beiden letzten
Ziffern von x,.

Kann in der Zahlenfolge?,=1/2+3/4+5/6+ ...+ (2n—1)/2n)(n=1,2,3,..)
eine ganze Zahl auftreten ?

In ein quadratisches Schema von 5Xx 5 Feldern werden fortlaufend die Zahlen
a,a+1,a+2,...,a+ 24 eingetragen. Man wihlt 5 Felder aus, die in paarweise
verschiedenen Zeilen und Spalten liegen und addiert die darin liegenden Zahlen.
Beweise, dass die Summe von der Auswahl der Felder unabhingig ist.

Unter allen Vierecken, die in einer abgeschlossenen Kreisscheibe liegen, ist eines
mit maximalem Fliacheninhalt anzugeben.

Gibt es ein konvexes Polyeder mit 7 Kanten ?

Ist eine Darstellung |3 = a4 + b /2 mit rationalen a, b méoglich ?

Die Permutationen der Ziffern 1, 2, 3, . . ., 7 werden als 7-stellige Zahlen gedeu-
tet. Wieviele darunter sind durch 11 teilbar ?
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4.8 Beweise: Sind das reguldre p-Eck und das reguldre ¢g-Eck (p, ¢ = 3, (p, ¢q) =1)
mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so auch das regulire pg-Eck.
4.9 Ist eine Darstellung der Zahlenfolge 1,1, —1,1,1, — 1, ... durch eine Formel der
Gestalt z, = (— 1)=**n*c (g b, ¢ € N) moglich ?
J. Binz, P. Wilker
Mathematisches Institut der Univ. Bern

Literaturiiberschau

Elementave Zahlen- und Grossenbereiche. Von ARNoLD KirscH. (Moderne Mathematik in
elementarer Darstellung, 10). 250 Seiten. DM 27,—. Vandenhoeck & Ruprecht, Géttingen 1970.
Wer heute im Unterricht den Begriff der natiirlichen Zahl als Kardinalzahl einer endlichen
Menge gewinnen will und sich iiber den wissenschaftlichen Hintergrund seines Tuns orientieren
mochte, findet zahlreiche passende Darstellungen. Anders ist es mit den Erweiterungen des
Zahlbereichs: Wissenschaftliche Abhandlungen ergeben oft fiir den Unterricht recht wenig, da
sich hier z.B. die ganzen Zahlen kaum als Aquivalenzklassen einfithren lassen; didaktische Dar-
stellungen erschépfen sich dagegen oft in der Darstellung zahlloser Einzelheiten, die zeigen, wie
etwa die berithmten Fille «negative Zahl mal negative Zahl» und «Bruch mal Bruch» motiviert
werden konnen, sie bringen jedoch keine geschlossene Darlegung. Es scheint uns das grosse Ver-
dienst dieses Buches von Arnold Kirsch zu sein, diese Liicke zu schliessen. Auch er gewinnt die
natiirlichen Zahlen als Kardinalzahlen von Mengen. Dann aber fithrt er den Begriff des Grdssen-
berveiches ein; die Langen (als Klassen kongruenter Strecken aufgefasst) bilden zum Beispiel einen
solchen Bereich. Jetzt lassen sich die natiirlichen Zahlen als Operatoren («Strecker») deuten, die
den Groéssenbereich in sich selbst abbilden. In naheliegender Art konnen dann von einem Gréssen-
bereich gewisse Teilbarkeitseigenschaften gefordert werden; dies erméglicht, nun die Briiche als
«Staucher» und «Strecker», also wiederum als Operatoren, einzufithren. Schliesslich wird der
Grossenbereich als Positivbereich einer angeordneten abelschen Gruppe aufgefasst, und jetzt
konnen auch die rationalen Zahlen als Operatoren eingefithrt werden. — Auf diese hier nur ganz
kurz skizzierte Art kann man von den natiirlichen Zahlen auf einem sehr schulgeméssen Wege zu
den rationalen Zahlen gelangen; man wird dabei in «naiver» Weise auf einem geeigneten Gréssen-
bereich operieren. Das ganze Fundament, auf dem dieses Vorgehen beruht (und das dem Lehrer
bekannt sein sollte), ist im vorliegenden Buch in sehr griindlicher, gut lesbarer Darstellung zu
finden; die Genese des Zahlbegriffs, seine Anwendbarkeit und Motivierungen stehen dabeiim Vor-
dergrund. Im ganzen Text spiirt man das Bestreben des Verfassers, verstindlich zu sein und mit
vielen Beispielen den Briickenschlag zur Schulmathematik auch wirklich auszufithren.
R. INEICHEN

Introduction to Mathematics for Life Scientists. Von EDWARD BATSCHELET. 495 Seiten.
(Biomathematics, Vol. 2). DM 49,—. Springer Verlag, Berlin—Heidelberg—New-York 1971.

Es dirfte kein einfaches Unterfangen sein, eine «Mathematik fiir Biologen» zu schreiben:
Leicht kénnte der Autor, wenn er, wie im vorliegenden Fall, Mathematiker ist, der Gefahr erliegen,
durch seine zu wissenschaftliche Darstellung den Biologen abzustossen; ebenso nahe liegt aber die
Gefahr, blosse Rezepte zu vermitteln. Edward Batschelet vermeidet diese beiden Irrwege mit
Erfolg: Neue Begriffe und Methoden werden zuerst in mehr intuitiver, oft sehr anschaulicher Art
eingefithrt. Die Beispiele sind dabei aus den verschiedensten Teilgebieten der Biologie entnommen.
Dann wird klar herausgearbeitet, wieso und wozu ein neues Verfahren notwendig ist. Schliesslich
erfolgt die korrekte mathematische Formulierung mit den notwendigen und «zumutbaren» Be-
weisen. Eine reichhaltige Sammlung von Aufgaben mit den Resultaten im Anhang ermdéglicht
Ubung und Vertiefung. — Inhalt: Real Numbers — Sets and Symbolic Logic — Relations and Func-
tions — The Power Function and Related Functions — Periodic Functions — Exponential and Loga-
rithmic Functions — Graphical Methods — Limits — Differential and Integral Calculus — Ordinary
Differential Equations — Functions of Two or More Independent Variables — Probability —~ Ma-
trices and Vectors — Complex Numbers.

Die Darstellung erfolgt mit einer gewissen Breite, die auch das Selbststudium erméglicht.
Die grosse Erfahrung, die der Verfasser im Gesamtgebiet der Biomathematik besitzt, zeigt sich
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