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Aufgaben

Aufgabe 989. Es seien olx,ol2,ol3 die Winkel eines ebenen Dreiecks und olx ol2,ol3. Dann
gilt die Ungleichung

olx 2 arc cot (^3 + I (l/af) - 9/n)

mit Gleichheit genau im gleichseitigen Fall. Dies ist zu beweisen.

V. D. Mascioni, Origlio

Lösung. O.B.d.A. darf noch ol2 ol3 vorausgesetzt werden, was mit 0L2^(n — olx)/2
äquivalent ist. Da die behauptete Ungleichung mit

(*) cot(a1/2) - 1/olx +9/n-y/3 l/a2 + l/(n - olx - ol2)

für olx S «2 _S (n ~ ai)/2 gleichbedeutend ist, wobei 0 < olx ^ n/3 zu gelten hat, genügt es

festzustellen, dass die rechte Seite von (*), betrachtet als Funktion von ol2, im Intervall
[ax,(n — olx)/2] monoton fällt. Daher ist (*) richtig, sobald

(**) F(olx):= cot(0Lx/2) - 2/ax - t/(n - 2olx) yß - 9/n

für alle oLxe]0,n/3] bewiesen ist. Aus sin2y y2 für alle reellen y folgt

F (x) - 1/(2 sin2 f) + 2/x2 - 2/(n -2x)2<- 2/(n -2x)2,

weshalb F in ]0,tt/3] streng monoton fällt. Damit ist F(olx) F(n/3) yß — 9/n für
0 < olx ^ n/3 mit Gleichheit genau für olx n/3, d.h. im Fall der Gleichseitigkeit.

P. Bundschuh, Köln, BRD

Weitere Lösungen sandten W. Janous (Innsbruck, A), L. Kuipers (Sierre), Kee-wai Lau
(Hong-Kong), B. Ruh (Zürich), P. Weisenhorn (Achern, BRD).
Eine Lösung war fehlerhaft.
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Aufgabe 990. Gegeben sei eine beliebige komplexe magische (3,3)-Matrix A (d. h.: alle 6

Zeilen- und Spaltensummen sowie die Summen der Haupt- und Nebendiagonalen stimmen

überein). Man ermittle die Eigenwerte von A.
I. Paasche, Stockdorf, BRD

Lösung. Jede magische (3,3)-Matnx A kann wie folgt geschrieben werden:

3a 3b 3c

-2a + b + 4c a + b + c 4a + b-2c
2a + 2b — c 2a — b + 2c —a + 2b + 2c/

mit a,b,ce<£, und m: 3 (a + b + c) als magische Summe.
Für die Eigenwerte Xx ,X2,X3 von A gilt:

detA XXX2X3,

und

Spur A Xx + X2 + X3 m.

Da offensichtlich

A 1

gilt, ergibt sich sofort: Xx m. Somit muss X2 — X3 sein.

Wegen

detA m-(-9a2 + 9c2 + lSab-l$bc)
und

erhält man schliesslich

X2 3 yßa — c) (a + c — 2 b)

X2 - 3y/(a-c)(a + c-2b)
W. Raffke, Vechta, BRD

Weitere Lösungen sandten J. Binz (Bolligen), R. Bundschuh (Hürth, BRD), K.-D. Drews

(Rostock, DDR), J. M. Ebersold (Winterthur), A. A. Jagers (Enschede, NL), W. Janous

(Innsbruck, A), L. Kuipers (Sierre), H. Kummer (Burgdorf), A. Müller (Zürich), B. Ruh

(Zürich), Hj. Stocker (Wädenswil), K. Schütte, München (BRD), M. Vowe (Therwil),
P. Weisenhorn (Achern, BRD), R. Wyss (Flumenthal; 2 Lösungen).
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Aufgabe 991. Prove that if the area of face S of a tetrahedron is the average of the areas
ofthe other three faces, then the line joining the incenter to the centroid ofthe tetrahedron
is parallel to face S

S Rabinowitz, Littleton, USA

Lösung (n-dimensional) Em n-dimensionales Simplex habe die Eckenmenge E
{Pi>P2> >P«+i}> den Schwerpunkt G, den Inkugelmittelpunkt I, den Inkugelradius

q und den n-dimensionalen Inhalt V
Seine (n — l)-dimensionalen Randsimphces M, mit Eckenmengen

E\{Pl} 0 1,2, ,n+l)

haben den (n — l)-dimensionalen Inhalt At, und es gelte die Voraussetzung

1 »

- _L At An+X
nt=i

Dann gilt

,_ri'A_i_±_A„
n I=i n

V Q
-_4M+1 ist dann ie der n-dimensionale Inhalt der beiden Simplices

n+l n
n l

{PuP2> ,pB,/} und {pl9p2, ,pn,G}
I und G liegen folglich in einer (n — l)-dimensionalen Parallelhyperebene zu Mn + x, somit
ist die Gerade IG zu M„+1 parallel

J Binz, Bolligen

Weitere Losungen sandten W Janous (Innsbruck, A), L Kuipers (Sierre), O P Lossers

(Eindhoven, NL), P Weisenhorn (Achern, BRD)

Aufgabe 992. It is shown in [1] that

yj2 (a2 + b2) yja2 cos2 9 + b2 sin2 0 + Ja2 sin2 0 + b2 cos2 6 a + b

Prove more generally that

n } Up
(*) >p-1Zaf> =S^A

where S I Wxf + a\x»+x + + <xf+__J1/p, A Y.ax, p 1, xt xl+n,
1=1

and £ xf - 1
M - Klamkm) Mhetta> CD
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n

Lösung. Die Funktion f(x) x1,p (x > 0) ist konkav. Wegen _£ xf 1 liefert die Jensensche

Ungleichung '=l

n

f.a. i l,..., n. Summation über i 1,..., n liefert wegen xt xI+_ und 2_ xf 1 die
i=i

rechte Seite der behaupteten Ungleichung. Für p 1 steht auf der linken Seite der
behaupteten Ungleichung offensichtlich das Gleichheitszeichen. Ist p > 1, so gilt mit
q P/(P — 1) nach der Holderschen Ungleichung

h1'^ i(a{xf + a'2xf+1 + -. +<*f+n-i)Y/P

^ i(a?xf + a5xf+14-...+a;xf+„.1)^.
i i

n

Dies ist wegen x, xl+n und _>_ xf 1 die linke Seite der behaupteten Ungleichung.
i i

H.-J. Seiffert, Berlin

Weitere Lösungen sandten J. Binz (Bolligen), P. Bundschuh (Köln, BRD), W Janous
(Innsbruck, A), H. Kummer (Burgdorf).

Neue Aufgaben

Die Lösungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift erbeten bis
10. Februar 1990 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von Lösungen zu den
mit Problem A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin gebunden.
Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelöst: Problem 601A (Band 25, S. 67),
Problem 625 B (Band 25, S. 68), Problem 645 A (Band 26, S. 46), Problem 672 A (Band 27,
S. 68), Aufgabe 680 (Band 27, S. 116), Problem 724 A (Band 30, S. 91), Problem 764 A
(Band 31, S. 44), Problem 862 A (Band 36, S. 68), Problem 872 A (Band 36, S. 175),
Aufgabe 880 (Band 37, S. 93).

Aufgabe 1013. Für beliebige neN ist die Summe

s-TV - V("+1V-(B+2>rt-5'" „tr0 lV2fe +1/ 2\2k + lJ 4\2k + l)$

geschlossen auszuwerten. L. Kuipers, Sierre
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Aufgabe 1014. A circle meets each side of a regulär n-gon, AxA2A3...Anm two points.
The circle cuts side AtAl + x (with An+X Ax) in points Bt and C, with Bt lying between

Ax and At + x and C, lying between Bt and _4, +1. Prove that

£l4B,|= £|C,i4, + 1|.
i i i i

S. Rabinowitz, Westford, USA

Aufgabe 1015. Die Zahlenfolge (an) ist durch a0 1, ax 2, a2 3 und die Rekursion

1 an an_x
1 fln-l an-2 1 (n^3)
1 a«-2 an-3

gegeben. Man bestimme an als Funktion von n und berechne

lim (ajan + x).
n -* oo

J. Binz, Bolligen

Aufgabe 1016. Für nichtnegative reelle Zahlen x, y, z beweise man die Ungleichung

(yßx + y + z)2 + 4xyz — x — y — z + l)(yz + zx + xy)^6xyz.

Wann genau gilt das Gleichheitszeichen?
W. Janous, Innsbruck, A
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