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4. Classes de Chern d'un fibre vectoriel complexe
ASSOCIÉ A UN G-FIBRÉ PRINCIPAL

(G groupe de Lie réel compact)

Considérons un fibré vectoriel sur X de la forme £ P [Cn], où P est

un G-fibré principal et Cn le G-espace d'une représentation <fi : G - Un.

Soit T un tore contenu dans G. On peut supposer à une conjuguaison près,

M o\
que (j) (T) c T' où T' est le tore maximal I \ } de Un.

\o 'uj
Si q : E (P)/P X est l'application canonique xT (-* n (x), on sait que

q*Ç est associé au P-fibré principal PT, Cn étant cette fois le P-espace déterminé

par <p | T. Le feme facteur Ct de Cn est le P-espace de la représentation
4>t Pi ° 0 | ^e Horn (P, C/J, pi étant la projection de T' sur le ieme

facteur. Le P-espace Cn étant somme directe des P-espaces Ch on a q*£,

®PT [CJ. En posant £, P, [CJ on a c (Q - 1 + / fe) et x itd
i

PpT(<£;) Trr (®i); avec ù)iv ((/>;) e H1 (T; Z). Donc c (q*Ç)

FIc (U=n 0+TPr O»«)) c'est-à-dire:

Q*(c(Q) Y[{l+xPœùeH
i T

Remarques :

tu,o\1) Si G Um, T I '. J {U1 GJ, alors q* est injectif en ver-
\o 'uj

tu du principe de clivage (cf. appendice) appliqué au fibré vectoriel Ç

P[Cm], où Cw est le Gm-espace canonique. En effet, E (P)[T n'est autre que
l'espace P>G(£)(cf. appendice, remarque 1), homotopiquement équivalent à

l'espace D (£) des drapeaux de Ç.

2) Si G Un, <t> — identité,
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alors n'est autre qu'un des fibrés vectoriels obtenus par le principe de

clivage appliqué à Dans ce cas <fii ptet cc(Pi) est la fonction coordonnée

Xi sur l'algèbre de Lie R" de T.

3) On peut obtenir la formule ci-dessus sans utiliser la factorisation

q*£> © £i, mais seulement en utilisant 2) et la naturalité de la transgression.

En effet, factorisons q en

E(P)IT^E(t>P)IT'

où r(xT) (xxl)T' pour xeE(P)et s(yT') yUn pour
Comme E ($P/T') est homotopiquement équivalent à l'espace des drapeaux

D (£), on a

s*(c(o) n(i+T?

d'après 2). Par naturalité de la transgression,

r* os*(c(£)) Y\(l+i:p °4>* ov(pi)),
T

donc

g*(c(0) n(1+Tr° v(^i)) n(1+Tr (<»>))
T T

en posant pt o $ et œt v

5. Classe de Chern d'un espace homogène presque complexe

En utilisant les notations du §1, soit GjU un espace homogène, dont le

fibré tangent £ est muni d'une structure complexe J invariante par G. On

va chercher les composantes irréductibles de la représentation isotrope
complexe iJ restreinte à un tore T contenu dans U. On désignera par g et u

les algèbres de Lie de G et U.

On va d'abord voir que iJ est induite par Ad : G -» AutR g, cette
dernière étant définie par g |-> dag (1), où ag est l'automorphisme intérieur de

G déterminé par g e G. En effet, si 7i : G -> GJU est l'application canonique,
on a dn (1) o Adu d(no<ju) (1) i (u) o dn (1) pour ue U, puisque
n ° <*u (#) USU u on (g), en interprétant u comme translation à

gauche de G/ U. Donc Ad u, u e U, est un automorphisme de la suite exacte
0 —> u — g dK> {GjU)o 0, induisant l'automorphisme i (u) de (G/U)0.
Complexifions cette suite exacte. Alors:

1) La représentation iJ 0 1 de U dans (GjU)0 0 C est équivalente à
i~J © i~ J, où iJ est la représentation conjuguée de iJ. Cela résulte du fait que
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