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Théorie des erreurs de l'observation
des variables secondaires

par Dr. W. K. Bachmann

(Fin)

IV. Exemple numérique

Dans notre prochaine publication, intitulée «Méthode de la
connexion des images et théorie des erreurs de l'orientation relative», nous
aurons l'occasion d'appliquer les formules que nous venons de développer

à l'orientation relative, problème comportant 5 variables. Il nous
semble toutefois indiqué de traiter au préalable un exemple numérique
très simple à deux variables, ce qui nous donne la possibilité de calculer
les ellipses d'erreur relatives aux divers modes d'opérations que nous
envisageons.

Le problème que nous allons traiter se rapporte au rétablissement
d'un point de triangulation à l'aide de visées extérieures.

Soient P (x, y), P, (x„ y,), P2 (x2, y2) trois points de triangulation
donnés. Nous supposons que le point P ait disparu et qu'il s'agisse de le
rétablir sur le terrain à l'aide des directions extérieures P,P et P2P.
Calculons premièrement les gisements cp„ tp2 des côtés orientés s, P,P
et s2 P2P, ainsi que les coefficients de direction o„ ß„ a2, ß2 ce qui
nous donne

| Sep, a, Bx + ß, oy

\ ò>2 a2 Sx + ß2 8y.
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Comme application numérique, nous choisissons

tp, 3708"" 24e 00cc cp2 225^ 42e 00cc

s, 5516,64 m s2 3808,44 m

et nous prenons comme erreur moyenne à craindre sur l'unité de poids

p. ± 10cc

Les coefficients de direction se calculant d'après la formule

pcc pcc
S^cc _ sjn ^ ga; -f i— cos cp • Sy

s s

nous obtenons pour les données numériques ci-dessus, en introduisant
Sx et Sy en cm et Stp en secondes centésimales:

pcc 636620cc

sin cp, — 0,4506 sin tp 2 — 0,3888

cos cp, + 0,8927 cos cp2 —0,9213

-ce
-£— + 1,1540 i— y 1,6716

Si.

f Sep, + 0,52 Sa: + 1,03 Sy

\ Scp2 + 0,65 Sx -- 1,54 Sy

Nous envisageons dès lors trois méthodes différentes pour la
détermination du point P.

lire méthode:

Si nous plaçons en P, et P2 deux théodolites que nous orientons à

l'aide de directions connues Q,P„ Q^P2 (voir flg. 1), après introduction
des gisements cp, et cp2, l'intersection des deux visées P,P, P2P, nous
donne le point P. Il suffit donc de faire placer un jalon de façon qu'il
se trouve simultanément sur les deux visées. En procédant ainsi, les
gisements cp, et tp t jouent le rôle de variables primaires qui sont mesurées
et observées. Nous sommes donc en présence d'un simple problème
d'observations médiates, et nous pouvons calculer les coefficients de poids
et de corrélation en appliquant la méthode habituelle des moindres carrés.

Les équations aux poids sont par conséquent

(24)

[a a] Qxx y [a ß] Qxy - 1

[a ß] Qxx y [ß ßi Qxy - 0

[a a] Qxy + [a ß] Qyy 0

[a ßi Qxy + Iß ßi Qyy 1
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et l'ellipse d'erreur E, a pour équation

(25) Ei. [a a] Sx2 + 2 [a ß] Sx Sy + [ß ß] Sy2

En introduisant les valeurs numériques, nous trouvons

(I)
Qxx + 1,59 Qxy + 0,22 Qy„ + 0,32

E,: + 0,69 Sx2 — 0,93 Sx Sy + 3,43 Sy2 100

Calculons encore les coefficients de poids Q0 0 CL.« après
détermination du point P. En appliquant la méthode symbolique aux équations

(23) nous trouvons

(26)
Q<p_<p, < Qxx +2 a, ß, Qxy + ßi Qyy

Qn<p_ af Qxx + 2 a2 /S2 Qxy y fr2 Q,vy

et en introduisant les valeurs numériques

CL ,„ 0,27 • 1,59 + 1,07 • 0,22 + 1,06 • 0,32 1,00
Yiri

Q 0,42 • 1,59 — 2,00 • 0,22 + 2,37 • 0,32 1,00
cp2cp2

Nous constatons que le poids de cp, et cp2 n'a pas changé et que l'erreur
moyenne à craindre sur ces gisements est encore ± p. après la détermination

de P. Il s'agit là bien entendu d'une propriété connue des
observations médiates sans mesures surabondantes.

2me méthode:

Soit P0 un point voisin de P (voir fig. 1). A l'aide d'une boussole,
nous déterminons enP, des parallèles aux axes de coordonnées Ox, Oy.
Sur la fig. 1, celles-ci sont désignées par dx et dy. Introduisons en outre
un système de coordonnées rectangulaires P <f -q, ayant son origine en
P et dont les axes sont respectivement parallèles à Ox et Oy. La droite
dx étant déterminée sur le terrain, l'aide devra se déplacer de telle
sorte que le jalon qu'il porte reste constamment sur cette droite. Plaçons
le théodolite successivement ,en P, et P2 en introduisant les gisements
cpi et cp2. Nous pouvons ainsi déterminer les points d'intersection de la
droite dx avec les visées P,P, P2P. Désignons ces points par A et B,
et soient èA, £b leurs abscisses dans le système P f -q. La distance AB
£B — £A étant mesurée sur le terrain, nous pouvons calculer la position
du point d'intersection Q des droites dx et P-q. Les formules (23) nous
donnent en effet

pour A: Scp2 0 d'où 0 a, $ + ß, Sy

pour B: 8cp2 0 d'où 0 dj £g + ß2 Sy
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et nous déterminons maintenant <fA en fonction de (<fß — £A) en éliminant
l'inconnue Sy entre les deux équations que nous venons d'écrire. Ceci
nous donne

«i ßi èA a2 ß, .fß

et en ajoutant des deux côtés le terme — a2 ß, èA

(27) («i ßi — «2 ßi) ia a2 ß, (es — èa)-
En introduisant encore le déterminant

<*i ßi
(28) A

nous trouvons finalement

(29) U

a2 ß2

—3 (SB U\
La formule (29) nous donne le moyen de déterminer le point Q en
reportant sur le terrain la distance <fA à partir de A sur dx.

Le point Q étant déterminé, l'aide déplacera le jalon sur la droite
Q-q jusqu'à ce qu'il se trouve sur la visée P,P, ce qui nous donne le
point P que nous cherchons.

Dans cette seconde méthode, <f et -q jouent le rôle de variables
primaires, tandis que les gisements cp, et cp 2 sont des variables secondaires.
Il s'agit donc d'un problème d'observation de variables secondaires,
qui est représenté par les équations (18), dans lesquelles nous avons p,
p2 1. Les observations médiates équivalentes sont par conséquent
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p 1 e,' <n Sx + fr Sy

p [a a • 1] et' Sx.

Les équations aux poids deviennent ainsi

a,2 + [a a ¦ 1]} Q^ + 0l fr Q^ 1

al fr Qxx + fr fr ôz» 0

(31)
[a,2 + [a a • 1]} ft,, + ax fr Qw 0

«i fr ösi/ + fr fr ßy» 1

et l'ellipse d'erreur E2 a pour équation

(32) jB2: {ai2 + [a a ¦ 1]} Sx2 + 2 axfr Sx Sy + fr» Sy2 /x2

L'introduction des valeurs numériques nous donne

(II)
Qxx + 1,59 QXy — 0,80 Q„ + 1,35

£2: + 0,90 Sx2 + 1,07 Sx Sy + 1,06 Sy2 100

Les coefficients de poids (L - CL „, après détermination de P
deviennent

CL, a 0,27 • 1,59 — 1,07 • 0,80 + 1,06 • 1,35 1,00
(33) *lVl
K ' Q 0,42 • 1,59 + 2,00 • 0,80 + 2,37 • 1,35 5,47

et nous constatons que CL „ est supérieur à l'unité. Il en résulte que
l'erreur moyenne à craindre sur cp2, après détermination de P, est égale à

± s/M7/x;

elle est donc plus grande que p. en valeur absolue.
Notons encore que Qxx prend la même valeur pour les deux méthodes

— ce que la théorie générale laissait prévoir — tandis que la valeur de

Qyy est plus élevée pour la seconde méthode.

3me méthode :

Dans ce qui précède, nous avons déterminé l'inconnue £ moyennant
élimination de -q. Nous pouvons encore appliquer ce même procédé
d'élimination à l'inconnue <f en vue de la détermination de -q. Les observations
médiates équivalentes, relatives à ces opérations sont données par les
équations (16) où nous devons de nouveau poser p, p2 1, ce qui
nous donne

(34) pf [o a • 1] e,' ¦

^ ;
Pr) [ßß-1] e.' •

r,
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Les coefficients de poids deviennent

1
(35) Qa Qxy 0 Ggy lßß'1][aa-1]

et l'ellipse d'erreur a pour équation

(36) E3 : [aa-1] Sx2 + [ß ß - 1] Sy2 fi-

L'introduction des valeurs numériques nous donne

(III)

et les coefficients de poids Q.„ Q,. ,„ deviennent après détermination
Y1Y1 Y2YÎ.

Qxx - y 1,59 Qxy 0 Qm + 0,32

E3: y 0,63 Sx2 + 3,12 Sy2 100

de P

(37)
Qtp,cp, °>27 • 1.59 + L06 • 0,32 0,77

Q<p2<p_ 0,42 • 1,59 + 2,37 • 0,32 1,43

Pour ce qui a trait à la construction graphique des trois ellipses
(voir fig. 2) il est indiqué de déterminer leurs axes. En désignant l'angle
formé par un axe de l'ellipse et l'axe des x par a, nous avons la formule
bien connue

[aa] — [bb]
ctg 2 a

2 [ab]

qui donne les 2 valeurs de a qui diffèrent de 100g l'une de l'autre. On
obtient ensuite les axes correspondants d en appliquant la formule

d2
P'

[bb] y [ab] ctg a [aa] -+ [ab] tg a

Ces calculs étant bien connus, nous nous bornons à en donner les résultats

E,:

E2

E,

a, y 10§43c d, 12,7 cm.

a2 + 1108 43e d2 5,3 cm.

<*! — 45« 26e d, 15,1 cm.

a2 — 1458 26e d2 8,1 cm.

ttl 08 00e d, 12,6 cm.

o2 1008 00e d2 5,7 cm.
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Fig. 2

Conclusions

Nous constatons que les trois méthodes envisagées donnent lieu à
des ellipses d'erreur différentes (voir fig. 2). Il en résulte que la méthode
d'observation doit être donnée avec précision si l'on ne veut pas être
amené à des résultats erronés en calculant les erreurs. Si les erreurs
moyennes p,,, p^ après détermination de P, ne doivent pas dépasser p.
en valeur absolue, la suite des opérations doit être répétée plusieurs fois
lorsqu'on applique les méthodes II ou III.

Terminons ces remarques en ajoutant que tous ces résultats peuvent
également être obtenus par voie géométrique, ce qui facilite parfois
considérablement la compréhension de ces problèmes de nature assez
subtile.
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