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Dr. G. Huber.

Die Cassinischen Kurven.

Vorgetragen in der Sitzung vom 4. Februar 1888.

Eine Cassinische Kurve ist der Ort aller Punkte, fiir welche das
Produkt der Abstinde von zwei feste Punktien, den Brennpunkien,
gleich einer constanten, positiven Grosse k ist.

Liegen die beiden Brennpunkte auf der x Axe im Abstand x =--1
vom Coordinatenanfangspunkt, so 1st ihre Gleichung:

(x2 4 y* 1) — &% = k2 : 1)

Lisst man k von 0 bis oc variiren, so erhill man unendlich
viele solche Kurven, die alle die imaginiren unendlich fernen Kreis-
punkte zu Doppelpunkten haben. Da sie sonst keinen Doppelpunkt
mehr besitzen, so ist ihr Geschlecht p = 1, die Coordinaten X, ¥y
eines Punktes der Kurve lassen sich daher durch elliptische Funktionen
eines Parameters ausdriicken. Zu dieser Darstellung gelangt man
folgenderweise :

Setzt man in der Gleichung 1) x* -}- y2 = v, so erhill man:

bx? = (v +~1 — k) v + 1 4 K)
Ay = (v — 1 4+ K &k +1 — W)
1—1t
I 4t
(1 — kU k — 0

Hierin v = (1 4 k) geselzt, ergiebt:

X = 1 - K \171—““2 und y* = (1 4 k) m

Damit x und y reell werden, muss immer { <7 k sein.



— 94 —

Es sind nun 3 Fille zu unterscheiden:
Lk <1
I k > 1
[I. K = 1 (Lemniskale).
Diese 3 Fille sollen der Reihe nach behandelt werden.

I. kK <1

In diesem Fall kann man setzen: ¢t = k sn* u. wo k der Modulus
der elliptischen Funktion sei.
Dann werden die Coordinaten eines Punkies der Kurve:
9 n \/T?E dn u s = kvjrél_:—k snucnu
e 1 4 ksn?u - I -+ ksn*u
Zu jedem Werthe von u gehéren & zu den Coordinatenaxen
symmetrisch liegende Punkte.

Fir y = 0: -
I) snu=10, u=0und x = -|- \/1 —+ k, Schnittpunkte A und A’
2y ecnu=0, u=K, ,, x:;_l:\/_l—:ﬁ o B ,, B.

Die letzteren Schnittpunkte auf der x Axe sind nur reell, wenn
k < 1.

Fir x = 0 wird:

dnu = 0, u=K - L, und y = +4- \/k————_l = imaginir.

Dabei sind K und I die reelle und die imaginire Periode der
elliptischen Funktionen.

Die Kurve schneidet die y Axe nicht, sie besteht aus 2 getrennten
Ovalen, symmetrisch zur y Axe, um die Brennpunkte Fi: und F2 herum,
denn fir alle Werthe von u zwischen 0 und K erhilt man reelle,
endliche Werthe fiir x und y.

Fir K = 0 erhilt man die Brennpunkte selber.

Es sollen nun die Doppeltangenten der Kurve untersucht werden.
Die Parameter der Schnittpunkte der Parallelen y = - ¢ zur x Axe
bestimmen sich aus der Gleichung:

KT K SN u cnu
q = 1+ 1 =k 1 woraus folgt:

_ kA — 2t (o VI — g
2k (I - k | ¢?
k

Die Schnittpunkte werden nur reell, wenn q <C Y ist.

sn u
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Kk
Fir q = - - fallen je 2 der 4 Schniltpunkte der Geraden mit

2
. _ k
der Kurve zusammen, die beiden Geraden y = - - werden zu
Doppeltangenten der Kurve, Fir die Beriihrungspunkte derselben wird
1
sn” u =m’ und ihre (?oordmaten
r Kk

Durch Elimination des k ergiebt sich:
o+ 9yt = 1,. &)
d. h. die Berihrungspunktie der Doppeltangenton parallel der x Axe
liegen auf dem Einheitskreis um 0.

Die Parameter der Schnittpunkte der Geraden
y—=—1ga.X=m.X
erhilt man aus der Gleichung
K@+ m) WK 4 mH? — 4m?
2 k
Ist k2 (1 4+ m?»? — 4m* = 0, so fallen von den 4 Schnitt-
punkten je 2 zusammen, die Gerade wird zur Doppellangente. Es

sn® u —

1 41
geschieht dies fiir die 4 Werthe: m = - (T"), wo 12 =1 — k?
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gesefzt ist. Von diesen 4 Werthen ergeben aber nur die zwei,

1 — 1 1
= 1 (—‘” *), reelle Losungen ; fiir dieselben wird sn u = ———
=\ k ViFi
1 K,
also u =

Es giebt also 2 reelle Doppellangenten CC’ und DD’ durch O,
so lange k <C 1 ist. Die Coordinaten der Bertuhrungspunkte sind

1 (1 —|—l), g )

2 o 2

Fir k = 1 werden diese zu x = 0, y = 0. Die Beriihrungs-
punkte auf der Doppeltangente fallen in O zusammen, es ist dies
ein Doppelpunkt der Kurve, die Doppeltangenten gehen in Wende-
tangenten in demselben iiber. Fiir dieselben wird m == tg o= 1,
« = |- 45° Die Kurve ist die Lemniskate.

Durch Elimination des 1 aus den obigen Gleichungen ergiebt sich:

(@ 4 9 — (@ —°) = 0,

d. h. die Beriihrungspunkte der innern Doppeltangenten liegen auf
einer Lemniskate mit Doppelpunkt in O und den Brennpunkten

= 4+ =,
. \/ 9
der Cassinischen Kurven.
Der Bogen s der Kurve ist ausgedriickt durch das Integral;
I — Kk sn® u.

s=ky1 +k /1 — k2 sn* u du

Um dasselbe auszufiihren, zerlegt man

VI F K = \/ L;H Ly/i=s

5) T == 1

y = 0. Sie geht durch die Brennpunkie x = -+ 1

9

-

formt den Zihler etwas um und erhilt

. 1+ 1f1-——(-1—1)5n‘ Jrk{\/ 1 —({d+4Dsn%u 0y
2 J VI —K*sntu 2 \/1 S snn
I — @ 4+ 1) sn?u
Setzt man im ersten Integral: - = t, so

geht dasselbe {iiber in:
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Ebenso geht das zweile Integral durch die Substitution:

t'—l— (I — 1) sn?* u
dn u

uber in:

l

__f\/tnvz ) (1 - e,

somit wird:
SZ“EX (6

e V=]

Der Bogen der Cassinischen Kurve ist also durch 2 elliptische
Normalintegrale erster Art dargestelit.

Um den halben Umfang eines Ovales zu erhalten, muss man von
u == o0 bis u = K integriren, also

firtvont =1bist =—1

/

2 Uy =1, t'= L

Die Grenzen des zweilen Inlegrals sind also einander gleich, es
verschwindet und es wird

U
_=___><

f\/ H 1—@“' f\/ t—e a—(—é——tzj

Der Werth dieses vollstindigen Normalintegrals ist gleich K fir

1 —1 1 —1
den Modul \/ , s werde mil K (\/“—) bezeichnet. Der

2 2
Umfang eines Ovals wird also
1—_—1) -
U= 2k K ( A
Fir k = 1, 1 — 0 erhilt man den Umfang einer Lemniskaten-
schleife

S = 2 K (V7).
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Der Inhalt eines Sektors OAP der Kurve von der x Axe aus ge-
rechnet, bestimmt sich aus dem Integral:

v

S =i e dv.

2
o
Im vorliegenden Falle ist:

1 — k sn? u

2

F=ay =0 4B -~k sn? u
1 — 2 sn%u k2 sn* u
dV = k ( 2 +4 ) du’
1 — k® sn*u

somit

k | ;—an2u+kgsn4u
S=75 0+ L]q (I 4 k sn® u)? .

4]

Setzt man 1 -+ k sn* u == p und berticksichtigt die Formel:

d2 ) A 4K A k)2
o Lg( 4k sn®u) = e — .

u

1 d? ’
Szzf[ Lg (’l-—f—ksn?u)——&zkp—l—Qk(l—|—k)]du oder
o]

~+ 2k p, so folgt:

du?

1 d
S:I[a“uLg(1+k5112u)+2(k2— 1)“4‘2](1“2“(1“]

0

_1_ ksnucnudnu , ’
8) - &= 3 [ bR —1 u+Eam.11].
0
Dieser Sektor OAP ist von O aus bis zur dussern Begrenzung
der Kurve gerechnet. Der Sektor APP'B, welcher der Kurve ange-
hort, ist:
S — Sektor OAP — Sektor OBP" = 81 — Sa.

In den Schnittpunkten A und B der Kurve mit der x Axe hat
'u die Werthe 0 und K, der Beriihrungspunkt C der &ussersten

K

Tangente hat, wie gefunden, den Parameter u = 9 Das Argument

hat daher auf den Bigen AC und BC, in Punkten, die auf demselben
Strahl durch O liegen, die Werthe u und K — u.



— 99 _

Der Sektor Si wird durch Formel 8 bestimmt, und Sz erhilt
man, wenn in derselben u durch K — u ersetzt wird

5 i ksnucnudﬂ 12(K ) e
= 9| 1—Xksn?u ~u)+E—Eamu|,
0
wo E das vollstindige Normalintegral zweiter Art ist.
Der Kurvensektor APP’B wird nun:

u

k% sn®: cn u dn u

— K _— .
S am u 1%u I — K% sn* u 9
K
Fir u = ? erhilt man den Inhalt eines halben Ovals:
2 2 o ?
somit der Inhalt eines Ovals:
O=F — ? K, (10
ir
annihernd — 9 k? fiir kleine k, mit Vernachlissigung der vierten
und hohern Potenzen von k.
Fir k = 1 erhilt man den Inhalt einer Lemniskatenschleife
L e 10 :
II. k> 1

In diesem Falle gelten die vorigen Formeln nicht mehr. Man

transformirt zu einem Modul k' = M < 1 durch Transformation
des urspriinglichen Periodenverhiiltnisses z zu einem neuen z durch
z

Substitution z' = L+ 7
Im transformirten System werden alle Griossen durch Accente
bezeichnet. Dann gelten die Gleichungen:

7 = l—Zl—zk ,,l_vkg_—i-,u=k'u',t=snu,
snu=%k sn"u,cnu=dn u,dnu=cn u.
Die Gleichungen der Cassinischen Kurve werden nun:
w:_-"—I—\/m en’ v L \/ +k sn’ v dn’u’ (11
“ kK 14-Ksn'2d 14K sn'2u”
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Die Schnittpunkte mit den Axen werden:

Firy=o01)sn' u =o,u =o,

x:____.___‘t\/i;ljk;i\/m.

A ’ ’ ’ k’ _1 . o e
2)dn' v’ =o,u =K 4L, x=-+ *«l?—=1mag1nar.
[ ’ ’ 4 i """_-l? e - o
=0 onn=01==K y= —k—,—-:\/k—i.
Die Kurve besteht aus nur einem Zweig, symmetrisch zu den Axen.
k
Die Geraden y — +- "2" sind wieder Doppeltangenten der Kurve;

die Coordinaten der Beriihrungspunkte sind:

T AL e et

— k 2 2k 2

Sie werden durch dieselben Gleichungen bestimmt wie diejenigen
fiir die Cassinischen Kurven aus zwei Ovalen bestehend, die Be-
riihrungspunkte liegen also auf demselben Kreis

x? _l_ y: =1,

der durch die Brennpunkte geht.

Die Doppeltangenten sind nur reell, so lange k < 2 ist. Fiir
k = 2 fallen die Beriihrungspunkte auf jeder derselben zusammen in
den Punkten x = 0, y = —+ 1, die Doppeltangenten werden zu Undu-
lationstangenten. Die Cassinische Kurve k = 2 hat daher 2 Undulations-
punkte in x =0, y = + 1.

Fir die Parameter der Inflexrionspunkte muss die Bedingung
erfiillt sein:

dx  d¥ dy  dx
du’ do’? du’ du’?
Es ist diese Bedingung erfiillt, wenn
K4+2-+V3d=«x9

K 2k 1)

Von den 8 Wendepunkten, die sich hieraus ergeben, sind aber
nur 4 reell, denn das positive Vorzeichen der Wurzel liefert imaginire
Werthe fiir u’.

Fir k = k" = 1, die Lemniskate, wird sn’v' = 1, v = K’
und x = o, y = o; die &4 Wendepunkte fallen im Doppelpunkt zu-
sammen,.

sn'?n’ =
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Das negative Vorzeichen der Wurzel liefert einen reellen Werth
fir u’, also & reelle Wendepunkte, so lange 1 > k' > Yz oder
I <<k < 2ist. Denn wird k" <C Y2 so wird der obige Ausdruck
fir sn'20’ wieder > 1, also u’ imaginir.

Fir die Grenze selber kK = 2 wird sn'u’ = 1, v’ = K’ und
die Coordinaten der Wendepunkte werden :

X =0,y =-1+141
d. h, in diesen beiden Punkten, die wir bereits als Undulationspunkte
der Kurve k = 2 gefunden haben, fallen je 2 Wendepunkte zusammen.

Die Cassinischen Kurven mit % reellen Wendepunkien erhilt
man, wenn k zwischen 1 und 2 liegt; die untere Grenze k = 1 ist
die Lemniskate mit Doppelpunkt, die obere Grenze k — 2 ein Oval
mit 2 Undulationspunkten. Fiir k > 2 haben die Curven Kkeine
Doppeltangenten und keine Inflexionspunkte mehr, es sind Ovale; ein
Kreis mit unendlich grossem Radius bildet die Grenze.

Die Coordinaten der Wendepunkte sind:

1

o 12— KTV u v2— 12 4K1V3). (12
X PR V3)uy Fk2(+ V3). (

Durch Elimination von k" und 1" ergiebt sich:

4y EE—y) =0 (13
d. h. die Wendepunkte simmtlicher Cassinischen Kurven liegen auf
einer Lemniskate mit Doppelpunkt in O, und den Brennpunkten auf

der y Axe im Abstand y = | —\/l—é Dieselbe geht durch die Un-

dulationspunkte x = 0, y = -1 und ist congruent mit der vorher
gefundenen Lemniskate, auf welcher die Beriihrungspunkte der innern
Doppeltangenten liegen, nur ist sie um 90° gedreht.
Fir den Bogen s der Kurve erhilt man:
I — k' sn2d

. 1 3 1 1.7 ’
5";—\/{—,-\/1—}-1{ VI—X = du’.

k'2sn'tu

Yom Faktor —\/% abgesehen, ist das Integral dasselbe wie das

im Fall I behandelte; es wird dahel“
2\/ e

f\/(i—tz) (—C5e) +f\/(1 2 4—’—i~‘-) )

8§ =
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Man erhilt den Quadranten der Kurve, wenn man nach u’ von
v = o bis v = K’ integrirt, und man erhilt wie dort:

e V) = vER (V)

somit der ganze Umfang der Kurve:

14) U= 4VkK (\/E)

Fir k = k" = 1, I' = o erhilt man den Umfang der Lem-
niskate :

- U=4&K (V")
Den Kurvensektor erhilt man durch Transformation der Gleichung 8

auf das neue Periodenverhiltniss:
nl

-+ E'am u'].

. 1 [k'sn'u cn o dn o
10) S = ’ g ’ Id
2k 1 4+ k sn?u

Da die Kurve eintheilig ist, wird der Sekior vom Ursprung aus
gerechnet. Der Inhalt eines Quadranten wird erhalten, wenn man

von ' = 0 bis u' = K’ integrirt, somit
2 et l’ 'am K' == E’ == .£ E’_
A 2k 2k 3
Der Inhalt der ganzen Kurve wird also:
16) 0 = 2 E.

Fiir kleine Werthe von k' oder grosse Werthe von k wird an-

niahernd
2 P
0 — (ltk__l
bk

nach Vernachlissigung der vierten und hiohern Potenzen von k'.
Fir kK = k = 1 erhiilt man den Inhalt der Lemniskate:
L= 2.

IIl. k= 1. Die Lemniskate mit Doppelpunkt.

In diesem Falle wird bei Einfiihrung von hyperbolischen Funktionen:

e" — e " fin u 1
snu = et = fang. u, cn u = dn U1 = ——.

e" - e cof u cof u
Die Coordinaten eines Punktes der Lemniskate werden nun, so-
wohl nach den Gleichungen 2 als auch nach den Gleichungen 11 :

3 Uy = 4 V2

cof 2u cof2u

17) 4 | X = —|— fmu
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Fiir cof 2u =10, u = } i — wird X = 4 o0,y = 4 i oo

4 .
und die Richtung dieser unendlich fernen, imaginiren Punkte ist:

S -+ i, d. h. die unendlich fernen, imaginiren Kreispunkte ge-
X
horen der Lemniskate als Doppelpunkte an.
Fir u — oo fallen je zwei enlgegengesetzte Werthe von x und y
im Ursprung zusammen. derselbe ist ein Doppelpunkt der Kurve.
Der Bogen der Lemniskate wird dargestellt durch das Integral:

b:\/ j\/mf%u (18

Um den halben Umfang einer Schleife zu erhalten, muss man
X = \/2 bis x = 0 oder von u = 0 bis u = oo integriren, so dass

o0
_U; _\/§ ) du
2 \cof 2
. 1 )
Setzt man cof 2u = ——, so wird:
cos* ¢

— 9K (\/7)- ”

o
U= f : d‘Pl
0\/1 — 9 fin %¢
Der Kurvensekior wird:

S = = — tang. 2u. 20
jvcof2 2u ke {

Den Inhalt einer halben Schleife erhﬁlt man durch Integration
von u == 0 bis u = oo, Also:
-}

J 1
— ] — [tang.%n] — ; .
2 2 2

(o]
Der Inhalt einer Schleife wird daher
J =1

- wie bereifs friiher gefunden.
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