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BULLETIN
DES SCHWEIZERISCHEN ELEKTROTECHNISCHEN VEREINS

Gemeinsames Publikationsorgan des Schweizerischen Elektrotechnischen Vereins (SEV)
und des Verbandes Schweizerischer Elektrizitätswerke (VSE)

Der «ideale» Dauermagnetkreis
Von C. Schick, Zürich

621.318.2:621.3.042

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, den Geltungsbe- Dans le présent article, on cherche à examiner le domaine de
reich des idealen Magnetkreises für einige wichtige Fälle zu validité du circuit magnétique idéal pour quelques cas importants,
untersuchen.

1. Einleitung
Durch den Fortschritt in der Entwicklung von neuen

magnetischen Werkstoffen [1; 2]1) werden in den letzten
Jahren Dauermagnete vermehrt in der Automatik und in der
Uhrenindustrie [3; 4] eingesetzt. Auch für die HF-Technik
sind sie von Interesse, weil sie als Bestandteile des Magnetrons
[3] gebraucht werden.

Der Entwickler von Magnetkreisen stösst immer auf die

Schwierigkeit der Berechnung des Streufeldes. Es scheint,
dass es bisher nicht möglich war, eine allgemeine Formel für
die Streuung von Dauermagneten aus den Maxwellschen
Gleichungen abzuleiten, da ihre mathematische Komplexität
nur in wenigen Fällen [5...7] eine exakte Berechnung des

Potentials erlaubt. Aus diesen Gründen hat man versucht,
Näherungsformeln für typische Magnetkreise [8... 11] zu
ermitteln oder nümerische Methoden für die Berechnung mit
dem Computer [12; 13] zu entwickeln. In einer früheren Arbeit
[14] wurde eine einfache Formel für die Streuung von Magnetkreisen

angegeben, die auf der Definition des idealen Magnetkreises

beruht. In dieser Arbeit werden ergänzend einige
Aspekte des Geltungsbereiches des idealen Magnetkreises
erörtert.

2. Der magnetische Kreis

Beim typischen Magnetkreis mit Dauermagneten (Fig. 1)

werden zwei Streufaktoren betrachtet: Der «totale»
Streufaktor er und der «praktische» Streufaktor cr. Diese werden
durch die Verhältnisse

a 01 / <Pe

Cr — (l>[ J 0f.]

Der Magnetkreis nach Fig. 1, dessen Kurzschlussjoch
einen magnetischen Widerstand R 0 hat, wurde in einer
früheren Arbeit [14] ausführlich behandelt. Ein Zusammenhang

zwischen den beiden Streufaktoren a und crr ist durch
den Ausdruck

Cr

a &e (3)

gegeben. Hierin ist /-<, der dem Netto-Fluss entsprechende
magnetische Widerstand. Definitionsgemäss ist

r<J ^

ßoAg
(4)

worin ô die Luftspaltlänge, Ag den Magnetquerschnitt und
ßo die Permeabilität des Vakuums bedeuten.

Es ist nun zweckmässig, folgende Definitionen einzuführen

und
Ua 2u Ru ~ K DU

n Da2
Ag n Ra2

4

(5a)

(5b)

worin Ru und Ra die Radien zweier Kreise sind, welche den
gleichen Umfang C/a bzw. die gleiche Querschnittsfläche Ag
wie die Magnete aufweisen.

(1)

(2)

definiert. In diesen Gleichungen ist <PK der gesamte Fluss, der
den Luftspalt (Volumen AmA'C'nC mit einem magnetischen
Widerstand r) erfüllt. Hingegen ist <f>Cn der Netto-Fluss
zwischen den Geraden AA' und CC' und <Pi der Fluss in den

Magneten.

*) Siehe Literatur am Schluss des Aufsatzes.

Fig. 1

Symmetrisches Magnetsystem
1, 2 Dauermagnete; 3 Ringförmiges Kurzschlussjoch (Radius p °°);

in, n, Grenzen der Streuzone
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n

Fig. 2
Offenes Magnetsystem

(ohne Kurzschlussjoch)
1, 2 Dauermagnete

Weitere Bez. siehe Fig. 1.

Die Berechnung des praktischen Streufaktors ist theoretisch

gelöst, wenn in Gl. (3)

Oy oT

sowohl der totale Streufaktor a wie die Funktion T bekannt
sind. Für den idealen Magnetkreis gilt [14]:

<7i= 1 + C(1 -e-nS/L) (6)

Eine andere Definition des idealen Magnetkreises ergibt sich

durch eine energetische Betrachtung [15] zu

d (<p — Ki) K-2 (q> — Ki) d<5

mit

ip
EA

E
und <p a — 1

worin Ei die magnetische Streuenergie und E die magnetische

Energie in r bedeuten. Diese Gleichung lässt sich sofort wie

folgt in eine anschaulichere Form umschreiben :

d2ip

d^2 K dip
d<T (7)

Cr 1 +<5
2,2 Uz, \

\ 3Ag

L + Ô

Magnete vorhanden sind, d. h. man denkt sich das

Kurzschlussjoch aus dem Magnetkreis herausgenommen (Fig. 2).

Unter diesen Bedingungen wird dann die magnetische
Feldstärke eines Strombelages ermittelt, durch die man näherungsweise

die Magnete ersetzt. Fig. 3 stellt einen solchen
äquivalenten Strombelag dar, bestehend aus zwei unendlich
ausgedehnten, dünnen ebenen Stromschichten Ai Bi und Aa Ba,

die senkrecht in die Zeichenebene eintreten, und zwei gleichen
Stromschichten Ai' Bi' und Aa' Ba', die in entgegengesetzter
Richtung fliessen.

Die Summe der tangentialen Komponenten der magnetischen

Feldstärke, die von diesen vier unendlich langen
Stromschichten im Punkt P erzeugt werden, kann durch Integration
von vier Ausdrücken der Form

dflx ± K (y - R)
x2 + (y + R)2

dx (9)

ermittelt werden. Hierin ist K eine Konstante, die proportional

zur Stromstärke des Belages ist. Die Vorzeichen der rund
eingeklammerten Terme gehören in diesen Ausdrücken zeilenweise

zueinander. Integration von xi bis [xi + Li] und von
(—xa) bis [(—xa) + Lz] liefert die tangentiale Feldstärke Hx.
Setzt man Hx gleich 0, so gilt :

arc tg / xi + Li \ / xi \lT^r)-arctg(7^) arc tg / xi -b Li j
l pH- R

arc tg |:(y + s) — arc tg ("T=nr1)+ (l0>

+ arc tg |
- xa + Lz
y + R Hrct« (^tt)

Diese Gleichung stellt die Bedingung für eine Tangential-
komponente Hx gleich Null im Punkt P dar. In diesem Fall
ist der Punkt P ein Grenzpunkt der Streuwege im Luftspalt.

Die Integrationskonstanten C und n in (6) sind in [16]
berechnet worden.

Zweck dieser Arbeit ist einerseits, eine Näherung der

Funktion T zu ermitteln, die es erlaubt, aT aus a zu berechnen,
und anderseits, die so gewonnenen Werte mit denjenigen aus
der Formel von R. K. Tenzer [11]

(8)

zu vergleichen. Diese Formel ist nicht von Maynard, wie in
[6] erwähnt wird, sondern von R. K. Tenzer, wie es deutlich

aus den Literaturstellen [11] und [17] hervorgeht. Um die

Anwendbarkeit der Theorie des idealen Magnetkreises a en

in Gl. (6) und der Transformationsfunktion T zu überprüfen,
wird am Schluss dieser Arbeit eine Tabelle angegeben, in
welcher die Werte von m und ai T nach der Theorie des

idealen Magnetkreises und die Werte aT nach der Formel von
Tenzer verglichen werden.

3. Grenzen der Streuzone

Ein erster Schritt zur Behandlung der vorliegenden Aufgabe

besteht in der Festlegung der Punkte m und n (Fig. 1),

welche die Grenzen der Streuzone darstellen. Zu diesem

Zweck wird zunächst der Fall betrachtet, bei dem nur die

B) A'2

(-Z2FI-2

-*• x

4 s;

*1

Fig. 3

Ersatz der Magnete durch Strombeläge

/4j, B] und Av, B,2 eintretende Ströme; A\, und A'%, B'% austre¬
tende Ströme; P Punkt, für den Hx 0 ist
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so erhält man

und

xi + Li _ y b JR.

y — R xi

- X2 + Li _ y + R

y — R — X2

Im Spezialfall

Xl X2=Y

bleibt als einfaches Schlussergebnis

h y - R ^Ri + ^ _ R

Der magnetische Widerstand r des Luftspaltes lässt sich
daher sofort zu

(17)
/Mi AD Ho YAM Ag

bestimmen, wenn man annimmt, dass der nützliche
Querschnitt Am das geometrische Mittel zwischen Am und Ag ist.
In Gl. (15) muss ausserdem R Ra eingesetzt werden.

Aus Gl. (4), (15), (16) und (17) folgt:

W' 22 6
1

22 S
1+ 2 Ra

1l 2 Ra

Wenn man annimmt, dass für <5 0 r rq ist, wird in Gl. (18)

h 1. Andererseits wird Gl. (18) für ô oo:

Fig. 4
Grenze des Streuflusses

Cm Umfang eines runden Magneten; Grenze der Streuzone

Setzt man beide Glieder von Gl. (10) gleich Null unter
Berücksichtigung, dass

i
1 n

arc tg a + arc tg —
a 2

1 X2
/IQ |A<

Ein Vergleich mit

/to lAt Ag

(19)

(20)

wie es in [14] entwickelt wurde, zeigt, dass für zylindrische
Magnete 22 2 sein muss. Durch Einsetzen dieses Wertes
in Gl. (18) erhält man

(11)

(12)

(13)

(14)

T — rq —Je — — i 1 + RA Ra + h RA ;
(21)

Den Wert von X?, kann man aus folgender Überlegung
ableiten :

Für den magnetischen Randwiderstand hat man

ru r<i

hieraus folgt für <5^0

ri)

<5 (Ô + X3L)
2 Ra2

(22)

(23)

worin h die Höhe der Streuzone ausserhalb des Magnetquerschnittes

darstellt (Fig. 3).

4. Der praktische Magnetkreis
Die Magnete eines praktischen Magnetkreises sind nicht

unendlich breit, wie es theoretisch im letzten Abschnitt
angenommen wurde. Ausserdem besitzt ein praktischer Magnetkreis

auch ein Kurzschlussjoch. Um diesen Tatsachen Rechnung

zu tragen, ist es zweckmässig, drei geeignete Korrekturfaktoren

Xi, 2.2 und 2,3 einzuführen, so dass gilt :

Durch Einsetzen von (4) und (5) in die letzte Gleichung
erhält man

1

^ ö(ö + hL) floU*
n> ~ 4 Ra

0,26 t/a Hofe

worin der Wert 1/rt, mit demjenigen aus Formel

1
— 0,26 Un ßo

ru

(24)

(25)

identifiziert worden ist. Diese aus dem Buch von G. Retter
([18], S. 119) entnommene Formel ist nur für ebene Flächen
gültig, weshalb in Gl. (24) ein Korrekturfaktor fe für zylindri-

T=2 r |/R2 + 22 (15)

Die Gültigkeit dieser Annahme kann z. B. experimentell
nachgeprüft werden. Im folgenden werden zwei Fälle
betrachtet :

A. Systeme mit runden Magneten ;

B. Systeme mit einem viereckigen oder allgemein polygonalen
Magnetquerschnitt.

Bei runden Magneten mit Radius Ra ist die Fläche
der Streuzone (Fig. 4) :

r ^ c' Lm -\
R

J
Am ny2 (16)

Fig. 5

Grenze des Streuflusses

Cm Umfang des viereckigen Magneten; Cj3 Grenze der Streuzone
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-3.6 5.0 12.50 .25 1.309 1.132 1.482 1.498 -1.1
-1.1 5.0 20.00 • 05 1.115 1.041 1.161 1.171 -.9
-1.3 5.0 20.00 • 10 1.220 1.082 1.320 1.335 -1.1
-1.5 5.0 20.00 .15 1.316 1.123 1. 478 1.494 -1.0
-1.9 5.0 20.00 .20 1.405 1.163 1. 634 1.647 -.8
-2.4 5.0 20.00 .25 1.486 1.203 1.787 1.797 -.5
-.9 5.0 35.00 .05 1.198 1.071 1.284 1.299 -1.2

.7 5.0 35.00 • 10 1.380 1.140 1.573 1.58 7 -.9
2.1 5.0 35.00 .15 1.546 1.207 1.866 1.864 • 1

3.0 5.0 35.00 • 20 1.699 1.271 2.159 2.133 1.2
3.3 5.0 35.00 .25 1. 838 1.334 2.452 2.395 2.4

.1

.1
-.1
-.4
-.7
-.2
-.5
-.8

-1.2
-1.6
-.4
-.8

-1.2
-1.6
-2.1
-.7

-1.1
-1.4
-1.8
-2.2
-1.1
-1.3
-1.3
-1.2
-1.2
-1.3
-.3
1.1
2.4
3.4

Fig. 6

Zusammenstellung von crr|, <Jr und ihrer relativen Abwicklung ER für
verschiedene Werte von DA/L, Dn/L und S/L
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sehe Flächen eingeführt wurde. Aus Gl. (24) ergibt sich die

Näherung
Rah sa 1,04 (26)

als der gewünschte Wert von kz, wenn man annimmt, dass

/c 1 für ô 0 sein muss. Durch Einsetzen von (26) in (21)

ergibt sich für runde Magnete

<5(<?+ 1,04/JA)
Ra2

(27)

als die gewünschte Funktion Tc, die man auch wie folgt
ausdrücken kann :

" /' + 4x"(r + T'1'04T)/(Ca,lF (28)

Für den Fall viereckiger Magnete ist die maximale
Querschnittsfläche der Streuzone (Fig. 5)

: Ae + h Us, + n h2 (29)

worin h y —- Ra bedeutet.
Aus Gin. (3), (4), (15), (17), und (28) erhält man durch

Transformationen

(30)l-f--/7i. + 2(^-i)(7i-i)
Als Kontrolle wird aus dieser Gleichung der Wert

1

r°° ~ no]/nAg

für <5 — oo in Übereinstimmung mit [14] abgeleitet.

5. Die Integrationskonstanten
Für den Fall <5 0 kann man eine äquivalente Länge L'

so einführen, dass ein Magnetsystem ohne Kurzschlussjoch
(Fig. 2) mit Magneten der Länge L' die gleiche Streuung wie
das wirkliche Magnetsystem mit Kurzschlussjoch und mit
Magneten der Länge L ergibt. Für Magnete mit 1,5 < Da/L
< 2 kann man näherungsweise L' 2L kzL annehmen.
Durch Einsetzen dieser Bedingung in Gl. (22) ergibt sich [mit
k2 1 (Fig. 3)]

1 jU 0 t/a L
rb 4 Ra

(31)

Diese Formel stimmt mit Ref. [16] überein. Wenn aber die

Magnete zu lang oder zu kurz sind, ist die Näherung L' 2L
nicht mehr so genau. Für den allgemeinen Fall ist es praktischer,

für I />)) die Formel (25) zu verwenden.

Um die Gleichung des idealen Magnetkreises anwenden

zu können, muss man vorher noch C und n in Gl. (6)
bestimmen. Diese Integrationskonstanten können mit Hilfe
folgender Formeln

TT Du TLA \' Du L

und
2L

Cn Da2

C

3 D„

7t2 Da
(32)

5L
7t

(tüD„ + 2l)/2] (33)

errechnet werden. Der Wert C ist direkt von [16] übernommen,
während der Wert n demjenigen von mL von [16] entspricht,
wobei für 1/rt, Gl. (25) anstelle von Gl. (31) benützt wurde.
Diese Formeln für C und n sind nur für kurze Magnete
[(Da/L) > 1] brauchbar.

6. Vergleich zwischen er,.; und crr

Die Werte von or j nach Gl. (3) und (6) vergleicht man mit
Ot nach Gl. (8) zweckmässigerweise mit Hilfe des Computers.
Dazu werden die nachstehenden Substitutionen eingeführt:

DAL Da/L
DUL Du/L
DEL Ô/L
SIGI cn
STRG Ts
SIGR (Tri
TENZ or

Um den Vergleich von oTi und crr zu erleichtern, wird mit
dem Computer der Fehler ER in % wie folgt berechnet :

ER - 1 • 100 (34)

Die Werte von ER sind aus Fig. 6 ersichtlich.

7. Schlussfolgerungen
1. Die Transformationsfunktionen 74 (28) und Tg (30)

ergeben offensichtlich eine brauchbare Näherung für S < [4L.
Bei Stahlmagneten sind gerade diese Fälle in der Praxis am
wichtigsten, da hier die Entmagnetisierungskurve noch etwa
linear verläuft.

2. Die Formeln für C (32) und n (33) gelten [16] unter der

Voraussetzung, dass der Verlauf des Potentials entlang den

Magneten als linear betrachtet werden kann. Diese Annahme
ist nur für kurze Magnete Da/L > 1 gültig.

3. Die Werte von ori nach der Theorie des idealen Magnetkreises

weisen eine bemerkenswerte Übereinstimmung mit
denjenigen von or auf, die man nach der Formel von Tenzer

erhält. Die Abweichung liegt oft unter ± 1 % und ist nur
selten grösser als ± 5 %. Man sieht somit, dass die Theorie
des idealen Magnetkreises in vielen praktischen Fällen brauchbar

ist.
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